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ÂÑÒÓÏ

"There is a tendency in every profession
to enveil its mystery for outmen with
an incomprehensible language."

�The majority of textbooks are written
to hide essence�.1 (Edward Nelson)

Ó ëåêöiÿõ, ïðèçíà÷åíèõ äëÿ ñòóäåíòiâ-ìàòåìàòèêiâ, ðîçãëÿíóòî ïîãëÿäè âèäà-
òíèõ ôiëîñîôiâ i ìàòåìàòèêiâ (Ïëàòîíà, Àðiñòîòåëÿ, Ëåéáíiöà, Êàíòà, Ôðå å, Äå-
äåêiíäà, Ðàññåëà, Ãiëüáåðòà, �åäåëÿ, Áðàóåðà, Âåéëÿ òà iíøèõ) íà ïðèðîäó ìàòåìà-
òèêè. Âèêëàäåíî îñíîâíi ñó÷àñíi íàïðÿìè â îá ðóíòóâàííÿõ ìàòåìàòèêè: ëîãiöèçì,
ôîðìàëiçì, iíòó¨öiîíiçì. Ïðè öüîìó ðîç'ÿñíþþòüñÿ íàéíîâiøi äîñÿãíåííÿ ìàòåìà-
òèêè 20-ãî ñòîëiòòÿ, òàêi ÿê òåîðiÿ êàòåãîðié, åëåìåíòàðíi òîïîñè, íåñòàíäàðòíèé
àíàëiç Ðîáiíñîíà, äîâåäåííÿ íåçàëåæíîñòi òâåðäæåíü çà Êîåíîì. Âèñâiòëåíî çâ'ÿçîê
ìiæ ñó÷àñíèìè ôiçè÷íèìè i ìàòåìàòè÷íèìè óÿâëåííÿìè ïðî ñâiò. Òóò âèêëàäåííÿ
éäå çà Äæ.Áåëëîì (äèâ. [B1]).

Ó äðóãîìó ðîçäiëi íàâåäåíî äåÿêi ïîãëÿäè ïðî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ äèñêðåòíèì
i íåïåðåðâíèì òà ïðî ðîçâèòîê óÿâëåíü ïðî êîíòèíóóì. Îïèñàíi ïîáóäîâè ÷èñëî-
âèõ ñèñòåì (ãiïåðäiéñíèõ, ñþððåàëüíèõ i ñóïåð(-)äiéñíèõ ÷èñåë), ùî ïîãëèáëþþòü
i ðîçâèâàþòü íàøi óÿâëåííÿ ïðî ìàòåìàòè÷íèé êîíòèíóóì. Öi ïîáóäîâè óçàãàëü-
íþþòü âiäîìó êàíòîðiâñüêó ïðîöåäóðó ïîïîâíåííÿ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë (Ñêóëåì,
Õ'þiò, Ëþêñåìáóðã), ïîáóäîâó äiéñíèõ ÷èñåë çà äîïîìîãîþ äåäåêiíäîâèõ ïåðåðiçiâ
(Êîíâåé) òà ïîáóäîâó Å.Õ'þiòîì ìíîæèíè ãiïåðäiéñíèõ ÷èñåë (Äåéëñ i Âóäií) âiäïî-
âiäíî. Ðîç'ÿñíåíî îñíîâíi ðåçóëüòàòè �åäåëÿ ïðî ïîâíîòó i íåïîâíîòó ôîðìàëüíèõ
ñèñòåì. Âèêëàäåíî îñíîâíi iäå¨ äîâåäåííÿ íåçàëåæíîñòi êîíòèíóóì-ãiïîòåçè âiä ií-
øèõ àêñiîì òåîði¨ Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ, à òàêîæ i iíøèõ ïîäiáíèõ ðåçóëüòàòiâ ïðî
íåçàëåæíiñòü, ìåòîä âèìóøåííÿ (ôîðñèí ) Êîåíà (çà [Ch]).

Âåëèêó óâàãó ïðèäiëåíî iñòîði¨ ðîçâèòêó óÿâëåíü ïðî êîíòèíóóì. Âèêëàäåííÿ
ìàòåðiàëó äîñòóïíå äëÿ ñòóäåíòiâ ìîëîäøèõ êóðñiâ, ëèøå ÷èòàííÿ �4 ìîæå âèìà-
ãàòè äåÿêèõ ïîïåðåäíiõ çíàíü ç ëîãiêè, à ��5,7-9 � ç òåîði¨ ìíîæèí. Äîñòóïíèé îïèñ
ðåçóëüòàòiâ �åäåëÿ i Êîåíà ïîäàíî ðàäøå äëÿ çàãàëüíîãî êóëüòóðíîãî ðîçâèòêó
ñòóäåíòiâ i çíàéîìñòâà iç öèìè ãàëóçÿìè ìàòåìàòèêè. Ïîøóêè i äîñëiäæåííÿ ìà-
òåìàòèêiâ i ôiëîñîôiâ, âèñâiòëåíi ó ÷àñòèíi 1, ñòàþòü ïðîçîðèìè i çðîçóìiëèìè ç
ïåðñïåêòèâè âèêëàäåíèõ ó ÷àñòèíi 2 ïîáóäîâ, îñîáëèâî ó ��5,8, ÿêi ìîæíà ââàæàòè
ó ïåâíîìó ñåíñi ðîçâ'ÿçàííÿì ïðîáëåìè êîíòèíóóìó.

1Òîìó ïåðåêëàä íå ïîäà¹òüñÿ.
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ÏÐÎ ÔIËÎÑÎÔIÞ ÌÀÒÅÌÀÒÈÊÈ

Òiñíèé çâ'ÿçîê ìiæ ìàòåìàòèêîþ i ôiëîñîôi¹þ äàâíî âèçíàíèé ìàòåìàòèêàìè
i ôiëîñîôàìè. Î÷åâèäíà ïîçà÷àñîâiñòü ìàòåìàòè÷íî¨ iñòèíè, òî÷íiñòü i îá'¹êòèâíà
ïðèðîäà ¨¨ êîíöåïöié, çàñòîñîâíiñòü äî ÿâèù åìïiðè÷íîãî ñâiòó � öå äåÿêi ç íàé-
òîíøèõ ïðîáëåì, ùî âèìàãàþòü ïîÿñíåííÿ ôiëîñîôi¹þ. Ïî÷íåìî iç íàãàäóâàííÿ
äåÿêèõ âiäîìèõ ìèíóëèõ ñïðîá, çäiéñíåíèõ ôiëîñîôàìè i ìàòåìàòèêàìè, ùîá ïî-
ÿñíèòè ïðèðîäó ìàòåìàòèêè.

Êëàñè÷íi ïîãëÿäè íà ïðèðîäó ìàòåìàòèêè.
Ïëàòîí (428-347 äî í.å.) âêëþ÷àâ ìàòåìàòè÷íi ñóòíîñòi � ÷èñëà i îá'¹êòè ÷èñòî¨

ãåîìåòði¨ òàêi ÿê òî÷êè, ïðÿìi òà êîëà � äî ïðàâèëüíî âèçíà÷åíèõ, íåçàëåæíî iñíó-
þ÷èõ çîâíiøíiõ îá'¹êòiâ, ÿêi âií íàçèâàâ ôîðìàìè. Ñàìå òîé ôàêò, ùî ìàòåìàòè÷íi
òâåðäæåííÿ ïîñèëàþòüñÿ íà öi âèçíà÷åíi ôîðìè, äà¹ çìîãó òàêèì òâåðäæåííÿì
áóòè iñòèííèìè (àáî õèáíèìè). Ìàòåìàòè÷íi òâåðäæåííÿ ïðî åìïiðè÷íèé ñâiò ïðà-
âèëüíi äî òi¹¨ ìiðè, ùî âiä÷óòíi îá'¹êòè íàãàäóþòü àáî ïðîÿâëÿþòü âiäïîâiäíi ôîð-
ìè. Ïëàòîí ðîçãëÿäàâ ìàòåìàòèêó íå ÿê iäåàëiçàöiþ àñïåêòiâ åìïiðè÷íîãî ñâiòó, à
ðàäøå ÿê ïðÿìèé îïèñ äiéñíîñòi, òîáòî ñâiòó ôîðì, ÿê âií ïiçíà¹òüñÿ ðîçóìîì.

Ó÷åíü Ïëàòîíà i ôiëîñîôñüêèé ïîñëiäîâíèê Àðiñòîòåëü (384-322 äî í.å.), ç ií-
øîãî áîêó, âiäêèíóâ ïîíÿòòÿ ôîðì, âiääiëåíèõ âiä åìïiðè÷íèõ îá'¹êòiâ, i ñòâåðäæó-
âàâ çàìiñòü öüîãî, ùî ôîðìè óòâîðþþòü ÷àñòèíè îá'¹êòiâ. Ôîðìè ñõîïëþþòüñÿ
ðîçóìîì çà äîïîìîãîþ ïðîöåñó àáñòðàãóâàííÿ âiä ÷óòò¹âèõ îá'¹êòiâ, àëå âîíè òèì
ñàìèì íå äîñÿãàþòü àâòîíîìíîãî iñíóâàííÿ, îêðåìîãî âiä íèõ. Ìàòåìàòèêà âèíè-
êà¹ iç öüîãî ïðîöåñó àáñòðàãóâàííÿ; ¨¨ çìiñòîì ¹ òiëî iäåàëiçàöié, ïîðîäæåíèõ öèì
ïðîöåñîì; i ìàòåìàòè÷íà ñòðîãiñòü âèíèêà¹ ïðîñòî ç ïðîñòîòè âëàñòèâîñòåé öèõ
iäåàëiçàöié. Àðiñòîòåëü âiäêèíóâ êîíöåïöiþ àêòóàëüíî¨ (àáî çàâåðøåíî¨) íåñêií-
÷åííîñòi, äîïóñêàþ÷è ëèøå ïîòåíöiéíó íåñêií÷åííiñòü, òîáòî òàêó ñóêóïíiñòü,
ÿêà ñêií÷åííà â áóäü-ÿêèé çàäàíèé ìîìåíò i ðîñòå ïîçà áóäü-ÿêó íàïåðåä çàäàíó
ìåæó, íàïðèêëàä ïîñëiäîâíiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë àáî ïðîöåñ íåïåðåðâíîãî ïîäiëó
ïðÿìî¨.

Ëåéáíiö (1646-1716) ïîäiëèâ âñi iñòèííi òâåðäæåííÿ, âêëþ÷íî iç ìàòåìàòè÷íè-
ìè, íà äâà òèïè: iñòèíè ôàêòó i iñòèíè ðîçóìó, âiäîìi òàêîæ ÿê óìîâíi i àíà-
ëiòè÷íi iñòèíè âiäïîâiäíî. Çãiäíî ç Ëåéáíiöåì iñòèííi ìàòåìàòè÷íi òâåðäæåííÿ ¹
iñòèíàìè ðîçóìó i ¨õíÿ iñòèííiñòü òîìó ¹ ïðîñòî ëîãi÷íîþ iñòèíîþ: ¨õí¹ çàïåðå÷å-
ííÿ áóëî áè ëîãi÷íî íåìîæëèâå. Ìàòåìàòè÷íi òâåðäæåííÿ íå ìàþòü ñïåöiàëüíîãî
"ìàòåìàòè÷íîãî" çìiñòó, ÿê âîíè ìàëè äëÿ Ïëàòîíà òà Àðiñòîòåëÿ, i òîìó iñòèííi
ìàòåìàòè÷íi òâåðäæåííÿ ¹ iñòèííèìè ó âñiõ ìîæëèâèõ ñâiòàõ, òîáòî âîíè íåîáõiäíî
iñòèííi. (Ç iíøîãî áîêó, åìïiðè÷íi òâåðäæåííÿ, ùî ìiñòÿòü ìàòåìàòè÷íi âèðàçè òàêi
ÿê 2 êîòè + 3 êîòè = 5 êîòiâ iñòèííi, òîìó ùî âîíè âèêîíóþòüñÿ ó ôàêòè÷íîìó
ñâiòi, i çãiäíî ç Ëåéáíiöåì öå ñàìå òàê, òîìó ùî ôàêòè÷íèé ñâiò ¹ "íàéêðàùèì ç
óñiõ ìîæëèâèõ". Îòîæ, íåçâàæàþ÷è íà ôàêò, ùî 2+3 = 5 iñòèííî ó âñiõ ìîæëèâèõ
ñâiòàõ, 2 êîòè + 3 êîòè = 5 êîòiâ ìîãëî áè áóòè õèáíèì ó äåÿêîìó ñâiòi.) Ëåéáíiö
ïðèâ'ÿçóâàâ îñîáëèâó óâàãó äî ñèìâîëi÷íèõ àñïåêòiâ ìàòåìàòè÷íîãî ìiðêóâàííÿ.
Éîãî ïðîãðàìà ðîçâèòêó �characteristica universalis� çîñåðåäèëàñÿ íàâêîëî iäå¨ âè-
íàõîäó ìåòîäó ïðåäñòàâëåííÿ äóìîê çàñîáàìè âïîðÿäêóâàííÿ áóêâ i çíàêiâ òàêèì
ñïîñîáîì, ùîá çâ'ÿçêè ìiæ äóìêàìè âiäîáðàæàëèñÿ ïîäiáíèìè âiäíîøåííÿìè ìiæ
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çíàêàìè, ùî çîáðàæàþòü ¨õ. Ëåéáíiö ìîæå ââàæàòèñÿ ïîïåðåäíèêîì ëîãiêiâ i ôîð-
ìàëiñòiâ.

Iìàíó¨ë Êàíò (1724-1804) çàïðîâàäèâ íîâó êëàñèôiêàöiþ iñòèííèõ òâåðäæåíü:
àíàëiòè÷íi òà íåàíàëiòè÷íi àáî ñèíòåòè÷íi, ÿêi âií ïîòiì ïîäiëèâ íà åìïiðè÷íi àáî
àïîñòåðiîðíi i íååìïiðè÷íi àáî àïðiîðíi. Ñèíòåòè÷íi àïðiîðíi òâåðäæåííÿ íå çàëå-
æàòü âiä ÷óòò¹âîãî ñïðèéíÿòòÿ, àëå ¹ íåîáõiäíî iñòèííèìè ó òîìó ñåíñi, ùî ÿêùî
áóäü-ÿêi òâåðäæåííÿ ïðî åìïiðè÷íèé ñâiò iñòèííi, òî âîíè ìóñÿòü áóòè iñòèííèìè.
Çãiäíî ç Êàíòîì ìàòåìàòè÷íi òâåðäæåííÿ ¹ ñèíòåòè÷íèìè àïðiîðíèìè, òîìó ùî
âîíè ó êiíöåâîìó ïiäñóìêó ïîñèëàþòüñÿ íà ïðîñòið i ÷àñ. Êàíò ïðèâ'ÿçóâàâ îñî-
áëèâó óâàãó äî iäå¨ àïðiîðíî¨ ïîáóäîâè ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ. Âií ÷iòêî ðîçðiçíÿâ
ìàòåìàòè÷íi êîíöåïöi¨, ÿêi ïîäiáíî äî íååâêëiäîâèõ ãåîìåòðié ¹ ïðîñòî âíóòðiøíüî
ñóìiñíi, i ìàòåìàòè÷íi îá'¹êòè, ïîáóäîâà ÿêèõ çðîáëåíà ìîæëèâîþ òèì ôàêòîì,
ùî ñïðèéìóâàíèé ÷àñ i ïðîñòið ìàþòü ïåâíó ïðèòàìàííó ñòðóêòóðó. Îòîæ, ç öüîãî
ïîãëÿäó 2 + 3 = 5 òðåáà ðîçãëÿäàòè ó êiíöåâîìó ïiäñóìêó ÿê òâåðäæåííÿ ïðî ïåâ-
íó ïîáóäîâó, âèêîíàíó ó ÷àñi i ïðîñòîði, ùî âêëþ÷à¹ ñëiäóâàííÿ i íàáið îäèíèöü.
Ëîãi÷íà ìîæëèâiñòü àðèôìåòèêè, ó ÿêié 2 + 3 ̸= 5, íå çàïåðå÷ó¹òüñÿ; ñòâåðäæó¹-
òüñÿ ëèøå, ùî ïðàâèëüíiñòü òàêî¨ àðèôìåòèêè áóëà áè íåñóìiñíîþ iç ñòðóêòóðîþ
ñïðèéìóâàíîãî ïðîñòîðó i ÷àñó. Òîìó äëÿ Êàíòà òâåðäæåííÿ ÷èñòî¨ àðèôìåòèêè
i ãåîìåòði¨ ¹ íåîáõiäíèìè, àëå ñèíòåòè÷íèìè àïðiîðíèìè. Ñèíòåòè÷íèìè, òîìó
ùî âîíè ó êiíöåâîìó ïiäñóìêó ïðî ñòðóêòóðó ïðîñòîðó i ÷àñó, âèÿâëåíi ÷åðåç îá'¹-
êòè, ÿêi ìîæíà òàì ïîáóäóâàòè. I àïðiîðíèìè, òîìó ùî ñòðóêòóðà ïðîñòîðó i ÷àñó
çàáåçïå÷ó¹ óíiâåðñàëüíi ïåðåäóìîâè, ùî ðîáëÿòü ìîæëèâèì ñïðèéíÿòòÿ òàêèõ îá'¹-
êòiâ. Iç öüîãî ïîãëÿäó, ÷èñòà ìàòåìàòèêà ¹ àíàëiçîì ñòðóêòóðè ÷èñòîãî ïðîñòîðó
i ÷àñó, âiëüíîãî âiä åìïiðè÷íîãî ìàòåðiàëó, à ïðèêëàäíà ìàòåìàòèêà ¹ àíàëiçîì
ñòðóêòóðè ïðîñòîðó i ÷àñó iç äîäàíèì åìïiðè÷íèì ìàòåðiàëîì. Ïîäiáíî äî Àði-
ñòîòåëÿ, Êàíò ðîçðiçíÿ¹ ïîòåíöiéíó i àêòóàëüíó íåñêií÷åííiñòü. Îäíàê Êàíò íå
ðîçãëÿäà¹ àêòóàëüíó íåñêií÷åííiñòü ÿê ëîãi÷íó íåìîæëèâiñòü, à ðàäøå, ïîäiáíî äî
íååâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨, ÿê iäåþ ðîçóìó, âíóòðiøíüî ñóìiñíó, àëå íi ñïðèéìóâàíó, íi
ïîáóäîâíó. Êàíòà ìîæíà ââàæàòè ïîïåðåäíèêîì iíòó¨öiîíiñòiâ.

Òåïåð ïåðåéäåìî äî äåÿêèõ íîâiøèõ ïîãëÿäiâ íà ïðèðîäó ìàòåìàòèêè.

�1. Ëîãiöèçì

Ãðåêè ðîçâèíóëè ìàòåìàòèêó ÿê ñòðîãó íàî÷íó íàóêó, ó ÿêié ãåîìåòðiÿ çàéìà¹
öåíòðàëüíó ñöåíó. Àëå ¨ì áðàêóâàëî àáñòðàêòíî¨ êîíöåïöi¨ ÷èñëà: âîíà ôàêòè÷íî
ïî÷àëà çàðîäæóâàòèñÿ ëèøå ó Ñåðåäíi âiêè i ñòèìóëþâàëàñÿ iíäiéñüêèìè i àðàá-
ñüêèìè ìàòåìàòèêàìè, ÿêi âèçâîëèëè êîíöåïöiþ ÷èñëà ç âîëîäiííÿ ãåîìåòði¨. Ñiì-
íàäöÿòå ñòîði÷÷ÿ çàñâiä÷èëî äâi âèðiøàëüíi íîâàöi¨, ÿêi ïîçíà÷èëè íàðîäæåííÿ
ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòèêè. Ïåðøà ç íèõ áóëà çàïðîâàäæåíà Äåêàðòîì i Ôåðìà, ÿêi âiä-
êðèòòÿì êîîðäèíàòíî¨ ãåîìåòði¨ äîñÿãëè óñïiõó â ðîçäiëåíèõ òîäi ñóòò¹âî îêðåìèõ
îáëàñòÿõ àëãåáðè i ãåîìåòði¨, âèñòèëàþ÷è øëÿõ ïîÿâi ñó÷àñíîãî ìàòåìàòè÷íîãî àíà-
ëiçó. Äðóãîþ âåëèêîþ íîâàöi¹þ, çâiñíî, áóâ ðîçâèòîê ÷èñëåííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ
Ëåéáíiöåì i Íüþòîíîì.

Îäíàê òðåáà áóëî çàïëàòèòè ïåâíó öiíó çà öi äîñÿãíåííÿ. Ôàêòè÷íî, âîíè ïðè-
âåëè äî çíà÷íîãî çìåíøåííÿ äåäóêòèâíî¨ ñòðîãîñòi, íà ÿêó îïèðàëàñÿ ïåâíiñòü ãðå-
öüêî¨ ìàòåìàòèêè. Öå áóëî îñîáëèâî ïðàâèëüíî â ÷èñëåííi, äå øâèäêèé ðîçâèòîê
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íîâî¨ åôåêòíî óñïiøíî¨ òåõíiêè äëÿ ðîçâ'ÿçóâàííÿ ïîïåðåäíüî íåïiääàòëèâèõ çà-
äà÷ çáóäèâ óÿâó ìàòåìàòèêiâ äî òàêî¨ ìiðè, ùî âîíè ÷àñòî âiäêèäàëè ëîãi÷íó îáå-
ðåæíiñòü i äîçâîëÿëè ñîái íåñòèñÿ äóõîì ïðèãîäè. Êëþ÷îâèì åëåìåíòîì ó öié òå-
õíiöi áóëà êîíöåïöiÿ íåñêií÷åííî ìàëî¨ âåëè÷èíè, ÿêà, íåçâàæàþ÷è íà âåëè÷åçíó
ïëiäíiñòü, áóëà ëîãi÷íî äåùî ñóìíiâíîþ. Íà êiíåöü âiñiìíàäöÿòîãî ñòîði÷÷ÿ ïî÷àâ
âèíèêàòè äåùî áiëüø îáåðåæíèé ïiäõiä äî íàäìiííîãî âèêîðèñòàííÿ öi¹¨ òåõíiêè,
i â äåâ'ÿòíàäöÿòîìó ñòîði÷÷i ïî÷àëè çäiéñíþâàòèñÿ ñåðéîçíi êðîêè, ùîá âiäíîâèòè
çàïëÿìîâàíó ñòðîãiñòü ìàòåìàòè÷íèõ äîâåäåíü. Ñèòóàöiÿ (íà 1884ð.) ïiäñóìîâàíà
Ôðå å â óðèâêó iç "Îñíîâ àðèôìåòèêè":

Ïiñëÿ ïîëèøåííÿ íà ÷àñ ñòàðèõ åâêëiäîâèõ ñòàíäàðòiâ, òåïåð ìàòåìàòè-
êà ïîâåðòà¹òüñÿ äî íèõ, i íàâiòü ðîáèòü ñïðîáè éòè äàëi. Â àðèôìåòèöi
áóëî òðàäèöi¹þ ìiðêóâàòè ìåíø ñòðîãî, íiæ ó ãåîìåòði¨. Âiäêðèòòÿ âè-
ùîãî àíàëiçó ïîñëóæèëî ëèøå, ùîá ïiäòâåðäèòè öþ òåíäåíöiþ; òîìó ùî
çíà÷íi, ìàéæå íåçäîëàííi òðóäíîùi ñòîÿëè íà øëÿõó áóäü-ÿêîãî ñòðîãî-
ãî òðàêòóâàííÿ öèõ ïðåäìåòiâ, íàòîìiñòü ìàëîþ çäàâàëàñÿ âèíàãîðîäà
çà çóñèëëÿ, çàòðà÷åíi íà ¨õ ïîäîëàííÿ. Ïðîòå íàñòóïíèé ðîçâèòîê ïî-
êàçàâ áiëüø-ìåíø ÿñíî, ùî â ìàòåìàòèöi ÷èñòå ìîðàëüíå ïåðåêîíàííÿ,
ïiäòðèìàíå ìàñîþ óñïiøíèõ çàñòîñóâàíü, íå ¹ äîñòàòíüî äîáðèì. Òåïåð
âèìàãà¹òüñÿ äîâåäåííÿ áàãàòüîõ ðå÷åé, ÿêi ðàíiøå ïðîõîäèëè ÿê ñàìî-
î÷åâèäíi. Çíîâó i çíîâó òàêèì ñïîñîáîì âñòàíîâëþâàëèñÿ ãðàíèöi öií-
íîñòi òâåðäæåíü. Áóëî ïîêàçàíî, ùî êîíöåïöi¨ ôóíêöi¨, íåïåðåðâíîñòi,
ãðàíèöi i íåñêií÷åííîñòi ïîòðåáóâàëè òî÷íiøèõ îçíà÷åíü. Äëÿ âiä'¹ìíèõ
i iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi äàâíî äîïóùåíi â íàóêó, ìàëè áóòè êðèòè÷íî
ðîçãëÿíóòi ¨õíi âið÷i ãðàìîòè. Ó âñiõ íàïðÿìàõ öi ñàìi iäåàëè ìîæíà áóëî
áà÷èòè â ðîáîòi � ñòðîãiñòü äîâåäåííÿ, òî÷íå âèçíà÷åííÿ ìiðè öiííîñòi,
i ÿê çàñiá äëÿ öüîãî � òî÷íå îçíà÷åííÿ êîíöåïöié.

Ôðå å i Äåäåêiíä çîñåðåäèëèñÿ íà çàáåçïå÷åííi ìàòåìàòèêè ñòðîãèìè îçíà÷åí-
íÿìè. Âîíè ââàæàëè, ùî öåíòðàëüíi êîíöåïöi¨ ìàòåìàòèêè áóëè ó êiíöåâîìó ïiä-
ñóìêó ëîãi÷íèìè çà ïðèðîäîþ i, ïîäiáíî äî Ëåéáíiöà, ùî iñòèíè ïðî öi êîíöåïöi¨
ïîâèííi áóòè âñòàíîâëåíi ÷èñòî ëîãi÷íèìè çàñîáàìè. Íàïðèêëàä, Äåäåêiíä ñòâåð-
äæóâàâ (ó ïåðåäìîâi äî "Ïðèðîäè i çíà÷åííÿ ÷èñëà", 1888ð.), ùî

ß ðîçãëÿäàþ êîíöåïöiþ ÷èñëà ÿê öiëêîâèòî íåçàëåæíó âiä ïîíÿòü ÷è
iíòó¨öié ïðîñòîðó i ÷àñó ... íåãàéíèé ðåçóëüòàò çàêîíiâ äóìêè.

Îòîæ, ÿêùî òðàäèöiéíî îòîòîæíèòè ëîãiêó iç çàêîíàìè äóìêè, Äåäåêiíäà ìè
áè òåïåð íàçâàëè ëîãiöèñòîì ó éîãî ïiäõîäi äî ïðèðîäè ìàòåìàòèêè. Äåäåêiíäiâ
"ëîãiöèçì" îõîïèâ âñi ìàòåìàòè÷íi êîíöåïöi¨: êîíöåïöiþ ÷èñëà � íàòóðàëüíîãî, ðà-
öiîíàëüíîãî, äiéñíîãî, êîìïëåêñíîãî � i ãåîìåòðè÷íi êîíöåïöi¨ òàêi ÿê íåïåðåðâ-
íiñòü: ôàêòè÷íî ñàìå íåòî÷íiñòü, ùî îòî÷óâàëà êîíöåïöiþ íåïåðåðâíîñòi, çìóñèëà
éîãî âçÿòè íà ïëå÷i ïðîãðàìó êðèòè÷íîãî àíàëiçó ìàòåìàòè÷íèõ êîíöåïöié. ßê
äiþ÷èé ìàòåìàòèê, Äåäåêiíä âíiñ ïåâíó òåðïèìiñòü äî òîãî, ùî ìàëî ââàæàòèñÿ
"ëîãi÷íèì" ïîíÿòòÿì � çàêîíîì äóìêè, ÿê çàñâiä÷åíî éîãî çàóâàæåííÿì, ùî ìè
ïðèâåäåíi äî çäàòíîñòi ðîçóìó ïîâ'ÿçóâàòè ðå÷i ç ðå÷àìè, äîçâîëÿòè îäíié ðå÷i
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âiäïîâiäàòè iíøié àáî ïðåäñòàâëÿòè îäíó ði÷ iíøîþ � çäàòíîñòi, áåç ÿêî¨ íiÿêå ìè-
ñëåííÿ íåìîæëèâå. Öÿ iäåÿ âiäïîâiäíîñòi àáî ôóíêöiîíàëüíîñòi, âçÿòà Äåäåêiíäîì
ÿê ôóíäàìåíòàëüíà, ïîâèííà áóëà ñòàòè öåíòðàëüíîþ êîíöåïöi¹þ òåîði¨ êàòåãî-
ðié. Äåäåêiíä íå îñîáëèâî çîñåðåäæóâàâñÿ íà çàáåçïå÷åííi òî÷íîãî ôîðìóëþâàííÿ
ëîãi÷íèõ ïðèíöèïiâ, ùî ïiäòðèìóþòü éîãî ìiðêóâàííÿ, ââàæàþ÷è, ùî ïîñèëàííÿ
íà ñàìîî÷åâèäíi "çàêîíè äóìêè" áóëî äîñòàòíiì. Äåäåêiíäiâ ëîãiöèçì ó âiäïîâiäíî-
ñòi ç öèì áóâ ìåíø ðàäèêàëüíî¨ i ñòàðàííî¨ ïðèðîäè, íiæ ó éîãî ñó÷àñíèêà Ôðå å,
iì'ÿ ÿêîãî ðàçîì iç iìåíåì Áåðòðàíà Ðàññåëà ñèíîíiìi÷íå ç ëîãiöèçìîì. Ó ñâî¹ìó
ëîãi÷íîìó àíàëiçi êîíöåïöi¨ ÷èñëà Ôðå å âçÿâñÿ íàäàòè ôîðìó ó òî÷íèõ äåòàëÿõ
ìîâi, âñåðåäèíi ÿêî¨ éîãî ëîãi÷íèé àíàëiç ìàâ áóòè ïðåäñòàâëåíèé. Àíàëiç Ôðå å
ïîäàíî ó òðüîõ ïðàöÿõ:

Begri�sschrift (1879): Îïèñ êîíöåïöié, ñèìâîëi÷íà ìîâà ÷èñòî¨ äóìêè, ìîäåëüî-
âàíà ìîâîþ àðèôìåòèêè.

Grundlagen (1884): Îñíîâè àðèôìåòèêè, ëîãiêî-ìàòåìàòè÷íå äîñëiäæåííÿ êîí-
öåïöi¨ ÷èñëà.

Grundgesetze (1893, 1903): Ôóíäàìåíòàëüíi çàêîíè àðèôìåòèêè, âèâåäåíi çàñî-
áàìè îïèñó êîíöåïöié.

Ó GrundgesetzeÔðå å î÷èùó¹ i çáiëüøó¹ ñèìâîëi÷íó ìîâó, çàïðîâàäæåíó âïåðøå
ó Begri�sschrift òàê, ùîá ðîçïî÷àòè ïîâíiñòþ ó äåòàëÿõ àíàëiç êîíöåïöi¨ ÷èñëà i âè-
âåäåííÿ ôóíäàìåíòàëüíèõ çàêîíiâ àðèôìåòèêè. Ëîãi÷íèé óíiâåðñóì Grundgesetze
îõîïëþ¹ äâà ñîðòè ñóòíîñòåé: ôóíêöi¨ òà îá'¹êòè. Áóäü-ÿêà ôóíêöiÿ f àñîöiþ¹ iç
êîæíèì çíà÷åííÿì ξ ¨¨ àðãóìåíòà îá'¹êò f(ξ): ÿêùî öåé îá'¹êò çàâæäè ¹ îäíîãî
iç äâîõ çíà÷åíü iñòèííîñòi 0 (õèáà) àáî 1 (iñòèíà), òî f íàçèâà¹òüñÿ êîíöåïöi¹þ
àáî ïðîïîçèöiéíîþ ôóíêöi¹þ, i êîëè f(ξ) = 0, ìè êàæåìî, ùî ξ íå âèêîíó¹òüñÿ
äëÿ êîíöåïöi¨ f . ßêùî äâi ôóíêöi¨ f i g ïðèïèñóþòü òi ñàìi îá'¹êòè âñiì ìîæëè-
âèì çíà÷åííÿì ¨õíiõ àðãóìåíòiâ, ìè ïîâèííi, ïðèðîäíî, ñêàçàòè, ùî âîíè ìàþòü
òîé ñàìèé êóðñ çíà÷åíü; ÿêùî f i g � êîíöåïöi¨, ìè áè ñêàçàëè, ùî âîíè ìàþòü
òîé ñàìèé îáñÿã. Âèðiøàëüíèé êðîê Ôðå å ó Grundgesetze ïîëÿãàâ ó çàïðîâàäæåííi
íîâîãî ñîðòó âèðàçó îá'¹êòà � ÿêèé ìè çàïèñóâàòèìåìî ÿê f̂ � ùîá ïîçíà÷èòè êóðñ
çíà÷åíü f i âñòàíîâèòè ÿê îñíîâíèé ïðèíöèï òâåðäæåííÿ

f̂ = ĝ ↔ ∀ξ [f(ξ) = g(ξ)]. (1)

Îáìåæóþ÷è óâàãó äî êîíöåïöié, ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî äâi êîíöåïöi¨ ìàþòü
òîé ñàìèé îáñÿã òî÷íî òîäi, êîëè òi ñàìi ñóòíîñòi íå âèêîíóþòüñÿ äëÿ íèõ.

Ïîíÿòòÿ îáñÿãó êîíöåïöi¨ ïiäòðèìó¹ îçíà÷åííÿ Ôðå å ÷èñëà, ÿêå, ÿê âií ïåðå-
êîíëèâî äîâiâ ó Grundlagen, ïîâèííî áðàòèñÿ ÿê ìiðà ðîçìiðó îáñÿãó êîíöåïöi¨.
[(Êîðèñíî äóìàòè ïðî îáñÿã êîíöåïöi¨, ÿê êëàñ âñiõ ñóòíîñòåé, ùî íå âèêîíóþòüñÿ
äëÿ íå¨, òàê ùî, íàïðèêëàä, îáñÿãîì êîíöåïöi¨ ÷åðâîíèé ¹ êëàñ âñiõ âñiõ ÷åðâîíèõ
îá'¹êòiâ. Îäíàê, íi â ÿêîìó âèïàäêó íå íåîáõiäíî îòîòîæíþâàòè îáñÿãè iç êëàñàìè;
âñå, ùî ïîòðiáíî çíàòè ïðî îáñÿãè, � öå òå, ùî âîíè ¹ îá'¹êòàìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü
(1).] Âií çàïðîâàäèâ òåðìií ðiâíî÷èñåëüíèé äëÿ âiäíîøåíü ìiæ äâîìà êîíöåïöi-
ÿìè, ùî îäåðæó¹òüñÿ, êîëè äëÿ ïîëiâ ñóòíîñòåé, ùî íå âèêîíóþòüñÿ äëÿ êîæíî¨
ç íèõ, ìîæíà âñòàíîâèòè âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü. Ïîòiì âií âèçíà÷èâ
êàðäèíàëüíå ÷èñëî, ñòàâëÿ÷è óìîâó, ùî êàðäèíàëüíå ÷èñëî êîíöåïöi¨ F ¹ îáñÿ-
ãîì êîíöåïöi¨ ðiâíî÷èñåëüíèé iç êîíöåïöi¹þ F . Öèì ñïîñîáîì ÷èñëî àñîöiéîâàíå iç
êîíöåïöi¹þ äðóãîãî ïîðÿäêó � êîíöåïöi¹þ ïðî êîíöåïöi¨. Îòîæ, ÿêùî ìè ïèøåìî
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ν(F ) äëÿ òàê âèçíà÷åíîãî êàðäèíàëüíîãî ÷èñëà F , i F ≈ G çàìiñòü êîíöåïöiÿ F
ðiâíî÷èñåëüíà iç êîíöåïöi¹þ G, òî iç (1) âèïëèâà¹, ùî

ν(F ) = ν(G) ↔ F ≈ G. (2)

Ïiñëÿ öüîãî íàòóðàëüíi ÷èñëà ìîæíà âèçíà÷èòè ÿê êàðäèíàëüíi ÷èñëà òàêèõ êîí-
öåïöié:

N0 : x ̸= x 0 = ν(N0)
N1 : x = 0 1 = ν(N1)
N0 : x = 0 ∨ x = 1 2 = ν(N2) i ò.ä.

Ó òåõíi÷íîìó tour-de-force2 Ôðå å âñòàíîâèâ, ùî òàê âèçíà÷åíi íàòóðàëüíi ÷èñëà
çàäîâîëüíÿþòü çâè÷àéíi ïðèíöèïè, ÿêi î÷iêóâàëèñÿ âiä íèõ. Íà æàëü, ó 1902ð.
Ôðå å äiçíàâñÿ ïðî ïàðàäîêñ Ðàññåëà, ÿêèé ìîæíà âèâåñòè iç éîãî ïðèíöèïó (1)
i ÿêèé ïîêàçó¹, ùî öåé ïðèíöèï ñóïåðå÷ëèâèé. Ïàðàäîêñ Ðàññåëà äëÿ ìíîæèí i
êëàñiâ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïðèñëóãîâóþ÷èé çâè÷àéíîìó ïðèïóùåííþ, ùî áóäü-
ÿêà âëàñòèâiñòü âèçíà÷à¹ ¹äèíèé êëàñ, òîáòî êëàñ âñiõ îá'¹êòiâ, ùî âîëîäiþòü
öi¹þ âëàñòèâiñòþ (éîãî "îáñÿã"). Ùîá âèâåñòè ïàðàäîêñ ó ñèñòåìi Ôðå å, êëàñè
çàìiíþþòüñÿ îáñÿãàìè: âèçíà÷à¹ìî êîíöåïöiþ R òàê:

R(x) ↔ ∃F [x = F̂ ∧ ¬F (x)]

(ñëîâàìè: x íå âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîíöåïöi¨ R òî÷íî òîäi, êîëè x ¹ îáñÿãîì äåÿêî¨
êîíöåïöi¨, äëÿ ÿêî¨ âîíî íå âèêîíó¹òüñÿ). Òåïåð çàïèøåìî r äëÿ îáñÿãó R, òîáòî

r = R̂.

Òîäi
R(r) ↔ ∃F [r = F̂ ∧ ¬F (r)]. (3)

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî R(r) âèêîíó¹òüñÿ. Òîäi äëÿ äåÿêî¨ êîíöåïöi¨ F

r = F̂ ∧ ¬F (r).

Àëå òîäi
F̂ = r = R̂,

i òîìó âèñíîâó¹ìî ç (1), ùî
∀x [F (x) ↔ R(x)].

Îñêiëüêè ¬F (r), iç öüîãî âèïëèâà¹, ùî ¬R(r). Ðîáèìî âèñíîâîê, ùî

R(r) → ¬R(r).

Íàâïàêè, íåõàé ¬R(r). Òîäi
r = R̂ ∧ ¬R(r),

i òîìó àôîðòiîði
∃F [r = F̂ ∧ ¬F (r)].

2ïðîÿâ ñèëè àáî âèíàõiäëèâîñòi
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Òåïåð iç îçíà÷åííÿ R âèïëèâà¹, ùî ¬R(r). Îòîæ, ìè ïîêàçàëè, ùî

¬R(r) → R(r).

Ïðèõîäèìî äî âèñíîâêó, ùî ïðèíöèï Ôðå å (1) äà¹ ñóïåðå÷íiñòü

R(r) ↔ ¬R(r).

Îòîæ, ñèñòåìà Ôðå å â Grundgesetze ó òàêîìó âèãëÿäi ñóïåðå÷ëèâà. Ïîäàëüøi äî-
ñëiäæåííÿ ïîêàçàëè, ùî îçíà÷åííÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i âñòàíîâëåííÿ îñíîâíèõ çà-
êîíiâ àðèôìåòèêè ìîæíà âðÿòóâàòè, âiäïîâiäíèì ÷èíîì îáìåæóþ÷è (1), òàê ùîá
âîíà ñòàëà ñóìiñíîþ, çàëèøàþ÷è âñå iíøå íåïîøêîäæåíèì. Ôàêòè÷íî, íåîáõiäíî
ëèøå çðîáèòè (ñóìiñíå) ïðèïóùåííÿ, ùî îáñÿãè ïåâíîãî ñïåöiàëüíîãî âèäó êîíöå-
ïöi¨ � ÷èñëîâèõ êîíöåïöié (÷èñëîâà êîíöåïöiÿ âèðàæà¹ ðiâíî÷èñåëüíiñòü iç äåÿêîþ
çàäàíîþ êîíöåïöi¹þ) � çàäîâîëüíÿþòü (1). Àëüòåðíàòèâíî ìîæíà öiëêîì âiäìîâè-
òèñÿ âiä îáñÿãiâ i çàìiñòü öüîãî âçÿòè êàðäèíàëüíå ÷èñëî ν(F ) ÿê ïåðâiñíå ïîíÿòòÿ,
ùî êåðó¹òüñÿ åêâiâàëåíòíiñòþ (2).

Äå âñå öå âiäìîâëÿ¹òüñÿ âiä òâåðäæåííÿ Ôðå å (i Äåäåêiíäà), ùî àðèôìåòèêó
ìîæíà âèñíóâàòè ç ëîãiêè? Îáèäâà âñòàíîâèëè, ïîçà âñÿêèì ñóìíiâîì, ùî àðèôìå-
òèêó ìîæíà ôîðìàëüíî àáî ëîãi÷íî âèâåñòè iç ïðèíöèïiâ, ÿêi íå ìiñòÿòü íiÿêîãî
ÿâíîãî ïîñèëàííÿ íà ïðîñòîðîâî÷àñîâi iíòó¨öi¨. Ó âèïàäêó Ôðå å êëþ÷îâèé ïðèí-
öèï ïîëÿãàâ ó òîìó, ùî ïåâíi êîíöåïöi¨ ìàþòü îáñÿãè, ùî çàäîâîëüíÿþòü (1). Ïðî-
òå õî÷à öåé ïðèíöèï íå ìiñòèòü ïîñèëàíü íà ïðîñòîðîâî÷àñîâó iíòó¨öiþ, íàâðÿä
÷è ìîæíà ñòâåðäæóâàòè, ùî âií ÷èñòî ëîãi÷íî¨ ïðèðîäè. Òîìó ùî öå òâåðäæåííÿ
ïðî iñíóâàííÿ i, éìîâiðíî, ìîæíà óÿâëÿòè ñâiò, âiëüíèé âiä îá'¹êòiâ ("îáñÿãiâ"),
iñíóâàííÿ ÿêèõ ñòâåðäæó¹òüñÿ. Îòîæ, âèäà¹òüñÿ ÷åñíèì ñêàçàòè, ùî â òîé ÷àñ ÿê
Ôðå å (i Äåäåêiíä) äîñÿãëè óñïiõó, ïîêàçàâøè, ùî êîíöåïöiÿ i âëàñòèâîñòi ÷èñëà ¹
"ëîãi÷íèìè" ó ðîçóìiííi íåçàëåæíîñòi âiä ïðîñòîðîâî÷àñîâî¨ iíòó¨öi¨, âîíè íå äî-
ñÿãëè óñïiõó (i ÿê âèÿâèòüñÿ, i íå ìîãëè äîñÿãòè) ó ïîêàçi òîãî, ùî öi âëàñòèâîñòi
"ëîãi÷íi" ó ñèëüíiøîìó ëåéáíiöåâîìó ðîçóìiííi âèêîíàííÿ ó êîæíîìó ìîæëèâîìó
ñâiòi.

Ëîãiöèçì Áåðòðàíà Ðàññåëà áóâ ó ïåâíèõ âiäíîøåííÿõ íàâiòü áiëüø ðàäèêàëü-
íèì, íiæ Ôðå å, i áëèæ÷èì äî ïîãëÿäiâ Ëåéáíiöà. Ó "Ïðèíöèïàõ ìàòåìàòèêè"
(1903) âií ñòâåðäæó¹, ùî ìàòåìàòèêà i ëîãiêà òîòîæíi. Òî÷íiøå, âií ñòâåðäæó¹
íà ïî÷àòêó ñâî¹¨ ÷óäîâî¨ ïðàöi, ùî

×èñòà ìàòåìàòèêà � öå êëàñ âñiõ òâåðäæåíü âèãëÿäó "p òÿãíå q", äå
p i q ¹ ïåâíi òâåðäæåííÿ ... i íi p, íi q íå ìiñòÿòü áóäü-ÿêèõ êîíñòàíò,
çà âèíÿòêîì ëîãi÷íèõ êîíñòàíò.

Ìîíóìåíòàëüíi i æàõëèâî íåçðîçóìiëi "Ïðèíöèïè ìàòåìàòèêè", íàïèñàíi ïðî-
òÿãîì 1910-1913ðð. ó ñïiâðîáiòíèöòâi iç À.Óàéòõåäîì (1861-1947), ìiñòÿòü ïîâíó
ñèñòåìó ÷èñòî¨ ìàòåìàòèêè, ùî  ðóíòó¹òüñÿ íà òîìó, ùî çàäóìóâàëîñÿ ÿê ÷èñòî
ëîãi÷íi ïðèíöèïè, i ñôîðìóëüîâàíî âñåðåäèíi òî÷íî¨ ñèìâîëi÷íî¨ ìîâè. Ìîæíà äi-
ñòàòè óÿâëåííÿ, ÿêà ñêëàäíà öÿ ïðàöÿ, ïðî÷èòàâøè íàñòóïíèé óðèâîê iç ¨¨ îãëÿäó
ó íîìåði æóðíàëó "Spectator" (1911ð.):

Ëåãêî çîáðàçèòè ñòðàõ íà¨âíî¨ îñîáè, ÿêà ç öiêàâîñòi äèâèòüñÿ íà îñòàí-
íþ ÷àñòèíó êíèãè. Âîíà íàòðàïèòü íà öiëi ñòîðiíêè áåç æîäíîãî ñëîâà
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ïiä çàãîëîâêîì; çàìiñòü öüîãî âîíà ïîáà÷èòü ðîçñiÿíi ç äèêîþ íàäìið-
íiñòþ ðîç'¹äíàíi ãðåöüêi òà ëàòèíñüêi áóêâè âñiõ ðîçìiðiâ, ïåðåñèïàíi
äóæêàìè, êðàïêàìè i ëàïêàìè, iç ñòðiëêàìè i çíàêàìè îêëèêó, i ùå ç
áiëüø ôàíòàñòè÷íèìè çíàêàìè, äëÿ ÿêèõ âîíà áè ç òðóäíiñòþ çíàéøëà
íàçâè.

Ãîëîâíîþ ñïðàâîþ "Ïðèíöèïiâ ìàòåìàòèêè" áóëî óíèêíåííÿ òàê çâàíèõ ïàðàäîêñiâ
ïîðî÷íîãî êîëà, òàêèõ ÿê Ðàññåëà i �ðåëëiíãà-Íåëüñîíà, ùî ñòóðáóâàëè ìàòåìàòè-
êiâ, çàöiêàâëåíèõ â îñòàòî÷íié ìiöíîñòi ¨õíüîãî ïðåäìåòó. [Ïàðàäîêñ Ð. îñü ó ÷îìó.
Áóäåìî ââàæàòè, ùî äëÿ ìíîæèíè X âèêîíó¹òüñÿ âëàñòèâiñòü D òîäi i òiëüêè òî-
äi, êîëè X ̸∈ X. Òåïåð ðîçãëàíåìî ìíîæèíó T òàêó, ùî ¨¨ åëåìåíòàìè ¹ òî÷íî òi
ìíîæèíè X, äëÿ ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ D. Òîäi ëåãêî äîâåñòè, ùî T ∈ T ↔ T ̸∈ T .]
[Ïàðàäîêñ �.-Í. ïîëÿãà¹ îñü ó ÷îìó. Òëóìà÷èòèìåìî ïðèêìåòíèêè �àâòîëîãi÷íèé�
i �ãåòåðîëîãi÷íèé� òàê: ïðèêìåòíèê ¹ àâòîëîãi÷íèì, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî âií îïèñó¹
ñåáå. Íàïðèêëàä, �óêðà¨íñüêèé� ¹ àâòîëîãi÷íèì, áî öå ñëîâî �óêðà¨íñüêèé� ¹ óêðà-
¨íñüêèì (ùå ïðèêëàäè: ñåíñîâíèé, ïîñòiíäóñòðiàëüíèé, íå¨ñòèâíèé). �Óñêëàäíåíèé�
i �ï'ÿòèñêëàäîâèé� òàêîæ àâòîëîãi÷íi. Ïðèêìåòíèê ãåòåðîëîãi÷íèé, ÿêùî i òiëüêè
ÿêùî âií íå îïèñó¹ ñåáå. Îòîæ, �äîâãèé� ¹ ãåòåðîëîãi÷íèì ñëîâîì, áî ¹ �äâîñêëàäî-
âèì�. Âñi ïðèêìåòíèêè, çäà¹òüñÿ, ìóñÿòü áóòè àâòîëîãi÷íèìè àáî ãåòåðîëîãi÷íèìè,
òîìó ùî êîæíèé ïðèêìåòíèê îïèñó¹ ñåáå àáî íi. Ïàðàäîêñ âèíèêà¹, êîëè ðîçãëÿ-
íåìî ïðèêìåòíèê �ãåòåðîëîãi÷íèé�. Ìîæíà çàïèòàòè: ÷è ¹ �ãåòåðîëîãi÷íèé� ãåòå-
ðîëîãi÷íèì ñëîâîì? ßêùî âiäïîâiäü 'òàê', òî �ãåòåðîëîãi÷íèé� ¹ àâòîëîãi÷íèì (ùî
ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi). ßêùî âiäïîâiäü 'íi', òî �ãåòåðîëîãi÷íèé� ¹ ãåòåðîëîãi-
÷íèì (çíîâó ïðèâîäÿ÷è äî ñóïåðå÷íîñòi). ] Ùå îäèí ïàðàäîêñ � Áåðði, â îäíié iç
ôîðì ÿêîãî ðîçãëÿíåìî ôðàçó íàéìåíøå öiëå ÷èñëî, íå âèçíà÷óâàíå ìåíøå, íiæ
îäèíàäöÿòüìà ñëîâàìè. Öÿ ôðàçà âèçíà÷à¹ ìåíøå, íiæ îäèíàäöÿòüìà ñëîâàìè (ôà-
êòè÷íî äåâ'ÿòüìà) öiëå ÷èñëî, ÿêå çàäîâîëüíÿ¹ ñòâåðäæóâàíó óìîâó, òîáòî ùî âîíî
íå âèçíà÷óâàíå ìåíøå, íiæ îäèíàäöÿòüìÿ ñëîâàìè. Î÷åâèäíî, öå ñàìîñóïåðå÷ëèâî.

ßêùî áëèæ÷å äîñëiäèòè öi ïàðàäîêñè, ìè âèÿâèìî, ùî ó êîæíîìó âèïàäêó
÷ëåí âèçíà÷à¹òüñÿ íåÿâíèì ïîñèëàííÿì íà ïåâíèé êëàñ àáî îáëàñòü, ùî ìiñòèòü
÷ëåí, ïðî ÿêèé iäåòüñÿ,  àðàíòóþ÷è òèì ñàìèì ïîðî÷íå êîëî. Îòîæ, ó ïàðàäîêñi
Ðàññåëà âèçíà÷åíà ñóòíiñòü, òîáòî êëàñ R óñiõ êëàñiâ, ÿêi íå ¹ ÷ëåíàìè ñåáå ñàìèõ,
îäåðæó¹òüñÿ, âiäáèðàþ÷è iç êëàñó V âñiõ êëàñiâ áåç âèíÿòêó òi, ÿêi íå ¹ ÷ëåíàìè
ñàìèõ ñåáå. Îòîæ, R âèçíà÷åíî â òåðìiíàõ V , àëå îñêiëüêè R ¹ ÷ëåíîì V , òî V íå
ìîæíà îäåðæàòè áåç çàäàíîãî íàïåðåä R. Ïîäiáíî ó ïàðàäîêñi �ðåëëiíãà-Íåëüñîíà
îçíà÷åííÿ ïðèêìåòíèêà ãåòåðîëîãi÷íèé ìiñòèòü ðîçãëÿä êîíöåïöi¨ ïðèêìåòíèê,
äëÿ ÿêîãî êîíöåïöiÿ ãåòåðîëîãi÷íèé ñàìà íå âèêîíó¹òüñÿ. À ó ïàðàäîêñi Áåðði âèðàç
íàéìåíøå öiëå ÷èñëî, íå âèçíà÷óâàíå ìåíøå, íiæ îäèíàäöÿòüìà ñëîâàìè ìiñòèòü
ïîñèëàííÿ íà êëàñ âñiõ ôðàç, âêëþ÷íî iç ôðàçîþ, ùî âèçíà÷à¹ âèðàç, ïðî ÿêèé
iäåòüñÿ.

Ðîçâ'ÿçîê Ðàññåëà öèõ ïðîáëåì ïîëÿãàâ ó ïðèéíÿòòi òîãî, ùî âií íàçâàâ ïðèí-
öèïîì ïîðî÷íîãî êîëà i ñôîðìóëþâàâ ñòèñëî òàê: ùî çàâãîäíî, ùî ìiñòèòü âñþ
êîëåêöiþ, ìóñèòü íå áóòè îäíèì iç êîëåêöi¨. Öÿ íàñòàíîâà ìà¹ åôåêò âèêëþ÷åííÿ
íå ïðîñòî ñàìîñóïåðå÷ëèâèõ ñóòíîñòåé âèùåçàçíà÷åíîãî ñîðòó, àëå é âñiõ ñóòíî-
ñòåé, îçíà÷åííÿ ÿêèõ ïåâíîãî ðîäó öèðêóëÿðíå, íàâiòü òèõ, òàêèõ ÿê êëàñ âñiõ
êëàñiâ, ÿêi íå ¹ ÷ëåíàìè ñàìèõ ñåáå, ïðèêìåòíèê "àâòîëîãi÷íèé", àáî íàéìåíøå
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öiëå, âèçíà÷óâàíå ìåíøå, íiæ îäèíàäöÿòüìà ñëîâàìè, ïðèïóùåííÿ ïðî iñíóâàííÿ
ÿêèõ çäà¹òüñÿ íå ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi. Ìîæíà çàçíà÷èòè, ùî ñàìîñóïåðå-
÷ëèâà ïðèðîäà ïàðàäîêñàëüíèõ ñóòíîñòåé, ÿêi ìè îïèñàëè, âèâîäèòüñÿ ÿê iç ïîÿâè
çàïåðå÷åííÿ ó ¨õíiõ îçíà÷åííÿõ, òàê i öèðêóëÿðíîñòi ó öèõ îçíà÷åííÿõ.

Ïðèíöèï ïîðî÷íîãî êîëà ïiäêàçó¹ iäåþ âïîðÿäêóâàííÿ êëàñiâ àáî êîíöåïöié
(ïðîïîçèöiéíèõ ôóíêöié) ó âiäìiííi îäèí âiä îäíîãî òèïè àáî ðiâíi, òàê ùîá, íà-
ïðèêëàä, áóäü-ÿêèé êëàñ ìiã ìiñòèòè òiëüêè êëàñè (àáî iíäèâiäè) íèæ÷îãî ðiâíÿ
ÿê ÷ëåíè, à ïðîïîçèöiéíà ôóíêöiÿ ìîæå ìàòè òiëüêè (îá'¹êòè àáî) ôóíêöi¨ íèæ-
÷îãî ðiâíÿ ÿê ìîæëèâi àðãóìåíòè. Iäåÿ ðîçøàðóâàííÿ êëàñiâ íà òèïè ïðèéøëà äî
Ðàññåëà òàêîæ ó çâ'ÿçêó iç éîãî àíàëiçîì êëàñiâ, ÿê ñïðàâæíiõ ìíîæèííîñòåé,
íà âiäìiíó âiä öiëîñòåé. Iç öüîãî ïîãëÿäó ïî÷èíàþòü iç iíäèâiäóàëüíèõ îá'¹êòiâ
(íàéíèæ÷îãî òèïó), ¨õíi ìíîæèííîñòi îõîïëþþòü öiëîñòi íàñòóïíîãî âèùîãî òè-
ïó, ìíîæèííîñòi öèõ ìíîæèííîñòåé � öiëîñòi íàñòóïíîãî âèùîãî òèïó i ò.ä. Îòîæ,
î÷åâèäíà âiäìiííiñòü ìiæ iíäèâiäàìè i ìíîæèííîñòÿìè "ñïðîåêòîâàíà âãîðó", ùîá
óòâîðèòè i¹ðàðõiþ òèïiâ.

Çà îáìåæåíü, íàêëàäåíèõ öi¹þ òåîði¹þ, áiëüøå íå ìîæíà óòâîðþâàòè êëàñ âñiõ
ìîæëèâèõ êëàñiâ ÿê òàêèé, à ëèøå êëàñ âñiõ êëàñiâ çàäàíîãî ðiâíÿ. Êëàñ, ùî âèíè-
êà¹ â ðåçóëüòàòi, òîäi ìóñèòü áóòè âèùîãî òèïó, íiæ êîæíèé iç éîãî ÷ëåíiâ, i òîìó
íå ìîæå áóòè ñâî¨ì ÷ëåíîì. Îòîæ, ïàðàäîêñ Ðàññåëà íå ìîæå âèíèêíóòè. Ïàðà-
äîêñ �ðåëëií à-Íåëüñîíà çàáëîêîâàíèé, òîìó ùî âëàñòèâiñòü ãåòåðîëîãi÷íîñòi, ùî
ìiñòèòü ñàìîçàñòîñóâàííÿ, ¹ íåäîïóñòèìà. Îäíàê, íà æàëü, öÿ ïðîñòà òåîðiÿ òèïiâ
íå ðóéíó¹ ïàðàäîêñè òàêi ÿê Áåðði, òîìó ùî ó íèõ âèçíà÷óâàíà ñóòíiñòü, çðîçóìiëî,
òîãî ñàìîãî ðiâíÿ, ùî é ñóòíîñòi, âêëþ÷åíi â îçíà÷åííÿ. Ùîá óíèêíóòè ïàðàäîêñiâ
öüîãî ñîðòó, Ðàññåë òîìó áóâ çìóøåíèé çàïðîâàäèòè ïîäàëüøèé "ãîðèçîíòàëüíèé"
ïîäië öiëiñíîñòi ñóòíîñòåé êîæíîãî ðiâíÿ íà òå, ùî âií íàçâàâ ïîðÿäêàìè, i â ÿêèõ
ñïîñiá âèçíà÷åííÿ öèõ ñóòíîñòåé ïðèéìà¹òüñÿ äî óâàãè. Öiëèé àïàðàò òèïiâ i ïî-
ðÿäêiâ íàçèâà¹òüñÿ ðîçãàëóæåíîþ òåîði¹þ òèïiâ i óòâîðþ¹ õðåáåò ôîðìàëüíî¨
ñèñòåìè "Ïðèíöèïiâ ìàòåìàòèêè".

Ùîá âèñëîâèòè ãðóáî iäåþ, ÿê Ðàññåë óÿâëÿâ ïîðÿäêè, îáìåæèìî óâàãó äî ïðî-
ïîçèöiéíèõ ôóíêöié, ùî ìàþòü àðãóìåíòàìè òiëüêè iíäèâiäiâ (òèïó 0). Áóäü-ÿêà
òàêà ôóíêöiÿ, ÿêó ìîæíà âèçíà÷èòè áåç çàñòîñóâàííÿ êâàíòîðiâ äî áóäü-ÿêèõ iíà-
êøèõ çìiííèõ, íiæ iíäèâiäóàëüíi çìiííi, íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ ïåðøîãî ïîðÿäêó.
Íàïðèêëàä, ïðîïîçèöiéíà ôóíêöiÿ óñi ëþáëÿòü x ¹ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ôóíêöi¨ äðó-
ãîãî ïîðÿäêó � öå òi, îçíà÷åííÿ ÿêèõ ìiñòèòü çàñòîñóâàííÿ êâàíòîðiâ íå áiëüøå,
íiæ äî iíäèâiäiâ i çìiííèõ ïåðøîãî ðîäó, i ïîäiáíî äëÿ ôóíêöié òðåòüîãî, ÷åòâåð-
òîãî, ..., n-ãî ïîðÿäêiâ. Îòîæ, x ìà¹ âñi ÿêîñòi ïåðøîãî ïîðÿäêó, ÿêi óòâîðþþòü
âåëèêîãî ôiëîñîôà ïðåäñòàâëÿ¹ ôóíêöiþ äðóãîãî ïîðÿäêó i ïåðøîãî òèïó.

Ðîçðiçíåííÿ ïîðÿäêó ôóíêöié äà¹ çìîãó ìàòè ñïðàâó ç òàêèìè ïàðàäîêñàìè, ÿê
Áåðði. Ó íüîìó ñëîâî âèçíà÷óâàíèé âçÿòå íåïðàâèëüíî, ùîá ïîêðèâàòè íå òiëüêè
îçíà÷åííÿ ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi, òîáòî òi, â ÿêèõ íiÿêi ôóíêöi¨ íå ç'ÿâëÿþòüñÿ,
àëå òàêîæ i îçíà÷åííÿ, ùî ìiñòÿòü ôóíêöi¨ âñiõ ïîðÿäêiâ. Çàìiñòü öüîãî ìè ìóñèìî
íàïîëÿãàòè íà óòî÷íåííi ïîðÿäêiâ âñiõ ôóíêöié, ùî ôiãóðóþòü ó öèõ îçíà÷åííÿõ.
Îòîæ, íà ìiñöi íåçàêîííîãî òåïåð íàéìåíøå öiëå ÷èñëî, íå âèçíà÷óâàíå ìåíøå,
íiæ îäèíàäöÿòüìà ñëîâàìè ðîçãëÿäà¹ìî íàéìåíøå öiëå ÷èñëî, íå âèçíà÷óâàíå â
òåðìiíàõ ôóíêöié ïîðÿäêó n ìåíøå, íiæ îäèíàäöÿòüìà ñëîâàìè. Öå öiëå ÷èñëî
òîäi ñïðàâäi íå âèçíà÷óâàíå ó òåðìiíàõ ôóíêöié ïîðÿäêó n ìåíøå, íiæ îäèíàä-
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öÿòüìà ñëîâàìè, àëå âèçíà÷óâàíå â òåðìiíàõ ôóíêöié ïîðÿäêó n + 1 ìåíøå, íiæ
îäèíàäöÿòüìà ñëîâàìè. Ó öüîìó íåìà¹ ñóïåðå÷íîñòi.

Õî÷à ðîçãàëóæåíà òåîðiÿ òèïiâ äîëà¹ âñi âiäîìi ïàðàäîêñè (i ôàêòè÷íî ìîæíà
äîâåñòè, ùî âîíà ñóìiñíà çà äåÿêèõ ñêðîìíèõ ïðèïóùåíü), âèÿâëÿ¹òüñÿ íàäòî ñëàá-
êîþ ñèñòåìîþ, ùîá ïiäòðèìóâàòè ðîçâèòîê ìàòåìàòèêè. Íàñàìïåðåä, âñåðåäèíi íå¨
íå ìîæíà äîâåñòè, ùî iñíó¹ íåñêií÷åííiñòü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë àáî íàâiòü ùî êîæíå
íàòóðàëüíå ÷èñëî ìà¹ íàñòóïíèêà.Ùîá ïîäîëàòè öåé íåäîëiê, Ðàññåë áóâ çìóøåíèé
çàïðîâàäèòè àêñiîìó íåñêií÷åííîñòi, òîáòî ùî iñíó¹ ðiâåíü, ÿêèé ìiñòèòü íåñêií-
÷åííî áàãàòî ñóòíîñòåé. Îäíàê, íàâðÿä ÷è ìîæíà íàçèâàòè ¨¨ ïðèíöèïîì ëîãiêè,
îñêiëüêè, ïåâíî, ìîæëèâî óÿâèòè îáñòàâèíè, çà ÿêèõ âîíà ìîãëà áè áóòè õèáíîþ.
Ó áóäü-ÿêîìó âèïàäêó íàâiòü çáiëüøåíà àêñiîìîþ íåñêií÷åííîñòi ðîçãàëóæåíà òå-
îðiÿ òèïiâ âèÿâëÿ¹òüñÿ íåäîñòàòíüîþ äëÿ ðîçâèòêó áàçîâî¨ òåîði¨ äiéñíèõ ÷èñåë.
Íàïðèêëàä, òåîðåìà, ùî êîæíà îáìåæåíà ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë ìà¹ íàéìåíøó
âåðõíþ ìåæó, íà ÿêó îïèðà¹òüñÿ öiëèé ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç, íå âèâîäèòüñÿ áåç
ïîäàëüøîãî ïîñèëåííÿ äëÿ äàíîãî âèïàäêó òåîði¨, íà öåé ðàç ïðèïóùåííÿ ïðî òàê
çâàíó àêñiîìó çâiäíîñòi. Âîíà ñòâåðäæó¹, ùî áóäü-ÿêà ïðîïîçèöiéíà ôóíêöiÿ áóäü-
ÿêîãî ïîðÿäêó åêâiâàëåíòíà äî äåÿêî¨ ôóíêöi¨ ïåðøîãî ïîðÿäêó ó òîìó ðîçóìiííi,
ùî òi ñàìi ñóòíîñòi íå âèêîíóþòüñÿ äëÿ íèõ. Çíîâó, íàâðÿä ÷è öåé ïðèíöèï ìîæíà
ñòâåðäæóâàòè ÿê ôàêò ëîãiêè.

Çäiéñíþâàëèñÿ ðiçíi ñïðîáè ïîçáóòèñÿ âiä àêñiîìè çâiäíîñòi, íàéçíà÷íiøà ó
Ô.Ðàìñåÿ (1903-1930). Éîãî iäåÿ ïîëÿãàëà â òîìó, ùîá ïåðåòâîðèòè âåñü àïàðàò
ïîðÿäêiâ ó íàäëèøêîâèé, âèêëþ÷àþ÷è êâàíòîðè â îçíà÷åííÿõ. Îòîæ, âií çàïðî-
ïîíóâàâ, ùîá óíiâåðñàëüíèé êâàíòîð ââàæàâñÿ òàêèì, ùî ïîçíà÷à¹ êîí'þíêöiþ, à
êâàíòîð iñíóâàííÿ � äèç'þíêöiþ, õî÷à íà ïðàêòèöi ìîæå áóòè íåìîæëèâî ïîâíi-
ñòþ âèïèñàòè âèðàçè, ÿêi îòðèìóþòüñÿ â ðåçóëüòàòi. Iç öüîãî ïîãëÿäó òâåðäæåííÿ
�Ãðîìàäÿíèí Êåéí� ìà¹ âñi ÿêîñòi, ÿêi òâîðÿòü âåëèêèé ôiëüì ââàæà¹òüñÿ ñêî-
ðî÷åííÿì ÷îãîñü òèïó �Ãðîìàäÿíèí Êåéí� � öå ôiëüì, áëèñêó÷å çðåæèñåðîâàíèé,
÷óäîâî çíÿòèé, âèäàòíèì ÷èíîì çiãðàíèé, âiäìiííî íàïèñàíèé i ò.ií. Äëÿ Ðàì-
ñåÿ ðîçðiçíåííÿ ïîðÿäêiâ ôóíêöié ¹ ïðîñòî óñêëàäíåííÿì, íàêëàäåíèì ñòðóêòóðîþ
íàøî¨ ìîâè, à íå ÷èìñü, íà âiäìiíó âiä i¹ðàðõi¨ òèïiâ, ùî ïðèòàìàííå ôàêòè÷íîìó
ñòàíó ðå÷åé. Iç öèõ ïðè÷èí âií ââàæàâ, ùî ïðîñòà òåîðiÿ òèïiâ çàáåçïå÷èòü äîñòà-
òíþ îñíîâó äëÿ ìàòåìàòèêè.

ßêèé ðåçóëüòàò âñüîãî öüîãî äëÿ ëîãiöèçìó Ðàññåëà? Íåìà¹ ñóìíiâó, ùî Ðàñ-
ñåë i Óàéòõåä äîñÿãëè óñïiõó, ïîêàçàâøè, ùî ìàòåìàòèêó ìîæíà âèâåñòè âñåðåäèíi
ðîçãàëóæåíî¨ òåîði¨ òèïiâ iç àêñiîì íåñêií÷åííîñòi i çâiäíîñòi. Öå ñïðàâäi âåëèêå äî-
ñÿãíåííÿ, àëå, ÿê ïðèéíÿâ Ðàìñåé, àêñiîìè íåñêií÷åííîñòi i íåçâiäíîñòi âèäàþòüñÿ
ó êðàùîìó âèïàäêó ìîæëèâèìè iñòèíàìè. Ó áóäü-ÿêîìó âèïàäêó âèäà¹òüñÿ äèâíèì
çàñíîâóâàòè iñòèíó ìàòåìàòè÷íèõ òâåðäæåíü íà óìîâi, ùî ó ñâiòi iñíó¹ íåñêií÷åííî
áàãàòî iíäèâiäiâ. Îòîæ, ïîäiáíî äî Ôðå å, íåâäàëå ðàññåëîâå çâåäåííÿ ìàòåìàòèêè
äî ëîãiêè ìiñòèòü íåçâiäíèé ìàòåìàòè÷íèé çàëèøîê.

�2. Ôîðìàëiçì

Ó 1899ð.Ä.Ãiëüáåðò îïóáëiêóâàâ ñâîþ åïîõàëüíó ïðàöþ �Grundlagen der Geomet-
rie� (�Îñíîâè ãåîìåòði¨�). Áåç çàïðîâàäæåííÿ áóäü-ÿêîãî ñïåöiàëüíîãî ñèìâîëiçìó
ó öié ïðàöi Ãiëüáåðò ñôîðìóëþâàâ àáñîëþòíî ñòðîãå àêñiîìàòè÷íå òðàêòóâàííÿ
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åâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨, âiäêðèâøè ïðèõîâàíi ïðèïóùåííÿ, i çàïîâíþþ÷è ëîãi÷íi ïðî-
ãàëèíè ó òðàäèöiéíèõ âèêëàäåííÿõ ïðåäìåòó. Âií âñòàíîâèâ ñóìiñíiñòü öi¹¨ àêñiî-
ìàòè÷íî¨ ñèñòåìè, ïîêàçàâøè, ùî ¨¨ ìîæíà iíòåðïðåòóâàòè (àáî, ÿê ìè áè ñêàçàëè,
âîíà âîëîäi¹ ìîäåëëþ) ó ñèñòåìi äiéñíèõ ÷èñåë. Ùå îäíîþ âàæëèâîþ âëàñòèâiñòþ
àêñiîì, ùî âií äîâiâ, ¹ ¨õíÿ êàòåãîðè÷íiñòü, òîáòî òîé ôàêò, ùî ç òî÷íiñòþ äî içî-
ìîðôiçìó âîíè ìàþòü òî÷íî îäíó ìîäåëü, à ñàìå 3-âèìiðíèé ïðîñòið äiéñíèõ ÷èñëî-
âèõ òðiéîê. Õî÷à Ãiëüáåðò íàìàãàâñÿ ïîêàçàòè, ùî ãåîìåòðiÿ öiëêîì ñàìîäîñòàòíÿ
ÿê äåäóêòèâíà ñèñòåìà � ó öüîìó çâ'ÿçêó çãàäó¹òüñÿ éîãî âiäîìå çàóâàæåííÿ: ó âñi
÷àñè ìóñèìî áóòè çäàòíèìè ãîâîðèòè çàìiñòü òî÷îê, ïðÿìèõ i ïëîùèí � ñòîëè,
ñòiëüöi i ïèâíi êðóæêè � âií âñå-òàêè äóìàâ, ÿê i Êàíò, ùî ãåîìåòðiÿ ó êiíöåâîìó
ïiäñóìêó ¹ ëîãi÷íèì àíàëiçîì íàøî¨ iíòó¨öi¨ ïðîñòîðó. Öå ìîæíà çðîçóìiòè ç åïi-
ãðàôà äî éîãî êíèãè, äå âií öèòó¹ âiäîìå êàíòîâå çàóâàæåííÿ ç "Êðèòèêè ÷èñòîãî
ðîçóìó":

�Ëþäñüêå çíàííÿ ðîçïî÷èíà¹òüñÿ ç iíòó¨öié, ïåðåõîäèòü âiä íèõ äî êîí-
öåïöié i çàêií÷ó¹ iäåÿìè�.

Âåëèêèé óñïiõ ìåòîäó, ÿêèé ðîçâèíóâ Ãiëüáåðò, ùîá ïðîàíàëiçóâàòè äåäóêòèâíó
ñèñòåìó åâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨ � éîãî ìîæíà íàçâàòè çðîáëåíèì ñòðîãèì àêñiîìàòè-
÷íèì ìåòîäîì àáî ìåòàìàòåìàòè÷íèì ìåòîäîì � íàäàâ éîìó ñìiëèâiñòü ïiçíiøå
ñïðîáóâàòè çàñòîñóâàòè éîãî äî ÷èñòî¨ ìàòåìàòèêè â öiëîìó, çàáåçïå÷óþ÷è òèì ñà-
ìèì, ÿê âií ñïîäiâàâñÿ, äîñêîíàëó ñòðîãiñòü äëÿ âñi¹¨ ìàòåìàòèêè. Ç öi¹þ ìåòîþ
Ãiëüáåðò ðîçðîáèâ âèòîí÷åíó ôiëîñîôiþ ìàòåìàòèêè, ùî ïiçíiøå ñòàëà âiäîìà ÿê
ôîðìàëiçì, ÿêà âiäðiçíÿëàñÿ ó ïåâíèõ âàæëèâèõ âiäíîøåííÿõ âiä ëîãiöèçìó Ôðå å
i Ðàññåëà i âèäà¹ ïåâíi êàíòiâñüêi ðèñè. �¨ îñîáëèâiñòü äîáðå ïåðåäà¹òüñÿ íàñòóïíîþ
öèòàòîþ iç çâåðíåííÿ Ãiëüáåðòà ó 1927ð.:

�Ìàòåìàòèêó, íå áiëüøå íiæ áóäü-ÿêó iíøó íàóêó, ìîæíà çàñíîâóâàòè
íà ñàìié ëîãiöi; ðàäøå, ÿê óìîâà äëÿ âèêîðèñòàííÿ ëîãi÷íèõ âèñíîâêiâ i
âèêîíàííÿ ëîãi÷íèõ îïåðàöié, ùîñü âæå ìóñèòü áóòè äàíî íàì ó íàøié
çäàòíîñòi ïðåäñòàâëåííÿ, ïåâíi ïîçàëîãi÷íi êîíêðåòíi îá'¹êòè, ÿêi iíòó¨-
òèâíî ïðèñóòíi ÿê íåãàéíèé äîñâiä äî âñüîãî ìèñëåííÿ. ßêùî ëîãi÷íèé
âèâiä ïîâèíåí áóòè íàäiéíèì, ìóñèòü áóòè ìîæëèâî îãëÿäàòè öi îá'¹êòè
ïîâíiñòþ ó âñiõ ¨õíiõ ÷àñòèíàõ, i òîé ôàêò, ùî âîíè ç'ÿâëÿþòüñÿ, ùî âî-
íè âiäðiçíÿþòüñÿ îäèí âiä îäíîãî, i ùî âîíè ñëiäóþòü îäèí çà îäíèì àáî
ïî¹äíàíi, íåãàéíî äà¹òüñÿ iíòó¨òèâíî, ðàçîì iç îá'¹êòàìè, ÿê ùîñü, ùî íå
ìîæíà íi çâåñòè íi äî ÷îãî iíøîãî, íi íå âèìàãà¹ çâåäåííÿ. Öå îñíîâíà
ôiëîñîôñüêà ïîçèöiÿ, ÿêó ÿ ðîçãëÿäàþ, ÿê íåîáõiäíó ði÷ äëÿ ìàòåìàòèêè
i çàãàëîì äëÿ íàóêîâîãî ìèñëåííÿ, ðîçóìiííÿ i ñïiëêóâàííÿ. I ó ìàòåìà-
òèöi, çîêðåìà, òå, ùî ìè ðîçãëÿäà¹ìî, ¹ ñàìi êîíêðåòíi çíàêè, ÷èÿ ôîðìà
âiäïîâiäíî äî ïðèéíÿòîãî ðîçóìiííÿ íåãàéíî çðîçóìiëà i ïiçíàâàíà. Öå
íàéìåíøå, ùî òðåáà ïðèïóñêàòè; íiÿêèé íàóêîâèé ìèñëèòåëü íå ìîæå
îáiéòèñÿ áåç öüîãî i òîìó êîæíèé ìóñèòü äîòðèìóâàòèñÿ öüîãî, ñâiäîìî
÷è íi�.

Îòîæ, ïî ñóòi Ãiëüáåðò, ÿê i Êàíò, õîòiâ  ðóíòóâàòè ìàòåìàòèêó íà îïèñi êîíêðå-
òíèõ ïðîñòîðîâî÷àñîâèõ êîíôiãóðàöié, òiëüêè Ãiëüáåðò îáìåæó¹ öi êîíôiãóðàöi¨ äî

13



êîíêðåòíèõ çíàêiâ (òàêèõ ÿê íàïèñè íà ïàïåði). Íiÿêi ñóïåðå÷íîñòi íå ìîæóòü âè-
íèêíóòè ó öàðñòâi êîíêðåòíèõ çíàêiâ, áî òî÷íi îïèñè êîíêðåòíèõ îá'¹êòiâ çàâæäè
âçà¹ìíî ñóìiñíi. Çîêðåìà, ó ìàòåìàòèöi êîíêðåòíèõ çíàêiâ àêòóàëüíà íåñêií÷åí-
íiñòü íå ìîæå ïîðîäèòè ñóïåðå÷íîñòåé, òîìó ùî, ÿê i äëÿ Êàíòà, öÿ êîíöåïöiÿ
íå ìîæå îïèñóâàòè áóäü-ÿêèé êîíêðåòíèé îá'¹êò. Îòîæ, iç öüîãî ïîãëÿäó ìiöíiñòü
ìàòåìàòèêè âèïëèâà¹ ó êiíöåâîìó ïiäñóìêó íå ç ëîãi÷íîãî äæåðåëà, à ç êîíêðå-
òíîãî, òàêèì ñàìèì ñïîñîáîì, ÿê ñóìiñíiñòü ïðàâèëüíî ïîâiäîìëåíèõ åìïiðè÷íèõ
òâåðäæåíü  àðàíòó¹òüñÿ ðåàëüíiñòþ çîâíiøíüîãî ñâiòó.

Âñå-òàêè Ãiëüáåðò äóìàâ òàêîæ, ùî ïðèéíÿòòÿ öi¹¨ ïîçèöi¨ íå âèìàãà¹ âiäìî-
âè âiä iíôiíiòàðíî¨ ìàòåìàòèêè Êàíòîðà i iíøèõ, ùî âèíèêëà ó äåâ'ÿòíàäöÿòîìó
ñòîði÷÷i i äàëà çìîãó äîñÿãòè òàêèõ çàõîïëþþ÷èõ óñïiõiâ. Âiäïîâiäíî ç öèì âií
ïîñòàâèâ ñîái çàâäàííÿ âëàøòóâàííÿ iíôiíiòàðíî¨ ìàòåìàòèêè âñåðåäèíi ìàòåìà-
òèêè, îáìåæåíî¨ äî ðîçãîðòàííÿ ñêií÷åííèõ êîíêðåòíèõ îá'¹êòiâ. Îòîæ, ïðîãðàìà
Ãiëüáåðòà, ÿê âîíà ñòàëà íàçèâàòèñÿ, ìàëà ìåòîþ çàáåçïå÷èòè íîâó îñíîâó äëÿ
ìàòåìàòèêè, íå îáìåæóþ÷è ¨¨ ëîãiêîþ, à çàìiñòü öüîãî ïðåäñòàâëÿþ÷è ¨¨ ñóòò¹âó
ôîðìó âñåðåäèíi öàðñòâà êîíêðåòíèõ ñèìâîëiâ. ßê âêàçó¹ öèòàòà âèùå, Ãiëüáåðò
ââàæàâ, ùî â êiíöi êiíöiâ ïîâíiñòþ íàäiéíi, íåçâiäíî ñàìîî÷åâèäíi ñêëàäíèêè ìà-
òåìàòèêè ¹ ñêií÷åííèìè, òîáòî ìàþòü ñïðàâó òiëüêè iç ñêií÷åííîþ ìàíiïóëÿöi¹þ
îãëÿäóâàíèõ îáëàñòåé êîíêðåòíèõ îá'¹êòiâ, çîêðåìà ìàòåìàòè÷íèõ ñèìâîëiâ, ïðåä-
ñòàâëåíèõ ÿê çíà÷êè íà ïàïåði. Ìàòåìàòè÷íi òâåðäæåííÿ, ÿêi ïîñèëàþòüñÿ ëèøå
íà êîíêðåòíi îá'¹êòè ó öüîìó ðîçóìiííi, âií íàçèâàâ äiéñíèìè àáî êîíêðåòíèìè
òâåðäæåííÿìè, à âñi iíøi ìàòåìàòè÷íi òâåðäæåííÿ ðîçãëÿäàâ ÿê òàêi, ùî âîëîäi-
þòü iäåàëüíèì àáî àáñòðàêòíèì çàðàêòåðîì. Îòîæ, íàïðèêëàä, 2+2=4 ââàæà¹òüñÿ
äiéñíèì òâåðäæåííÿì, íàòîìiñòü iñíó¹ íåïàðíå äîñêîíàëå ÷èñëî � iäåàëüíèì.

Ãiëüáåðò ââàæàâ iäåàëüíi òâåðäæåííÿ ïîäiáíèìè äî iäåàëüíèõ ïðÿìèõ i òî÷îê íà
íåñêií÷åííîñòi ïðîåêòèâíî¨ ãåîìåòði¨. Òî÷íî ÿê ¨õ âèêîðèñòàííÿ íå ïîðóøó¹ áóäü-
ÿêèõ iñòèí êîíêðåòíî¨ ãåîìåòði¨ çâè÷àéíî¨ äåêàðòîâî¨ ïëîùèíè, òàê i âií ñïîäiâàâ-
ñÿ ïîêàçàòè, øî âèêîðèñòàííÿ iäåàëüíèõ òâåðäæåíü � çîêðåìà iç êàíòîðîâî¨ òåîði¨
ìíîæèí � íiêîëè íå ïðèâåäå äî õèá ñåðåä äiéñíèõ òâåðäæåíü, àáî iíøèìè ñëîâàìè
òàêå âèêîðèñòàííÿ íiêîëè íå ñóïåðå÷èòèìå áóäü-ÿêîìó ñàìîî÷åâèäíîìó ôàêòó ïðî
êîíêðåòíi îá'¹êòè. Âñòàíîâëåííÿ öüîãî ñòðîãî êîíêðåòíèìè i òîìó áåçñóìíiâíèìè
çàñîáàìè áóëî ãîëîâíîþ ìåòîþ ãiëüáåðòîâî¨ ïðîãðàìè. Êîðîòøå, éîãî ìåòîþ áóëî
äîâåñòè ñóìiñíiñòü êëàñè÷íî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ àðãóìåíòàöi¨. Iç äîñÿãíåííÿì öi¹¨ ìåòè
ìàòåìàòèêè áóëè áè âiëüíi íåîáìåæåíî ïîäîðîæóâàòè â "êàíòîðîâîìó ðà¨" (ïàì'ÿ-
òíà ôðàçà Ãiëüáåðòà � âií ôàêòè÷íî ñêàçàâ, ùî "íiõòî íiêîëè íå çìîæå âèãíàòè
íàñ iç ðàþ, ñòâîðåíîãî äëÿ íàñ Êàíòîðîì"). Öå ìàëî áóòè äîñÿãíóòî âèêëàäåííÿì
ìàòåìàòèêè, ÿê ÷èñòî ôîðìàëüíî¨ ñèñòåìè ñèìâîëiâ, ïîçáàâëåíèõ çìiñòó � òóò òðå-
áà íàãîëîñèòè, ùî Ãiëüáåðò íå ñòâåðäæóâàâ, ùî ñàìà (êëàñè÷íà) ìàòåìàòèêà áóëà
áåççìiñòîâíîþ, à òiëüêè ùî ôîðìàëüíà ñèñòåìà, ÿêà ïðåäñòàâëÿ¹ ¨¨, ïîâèííà òàê
ðîçãëÿäàòèñÿ � à ïîòiì ïîêàçóþ÷è, ùî íiÿêå äîâåäåííÿ ó ñèñòåìi íå ìîæå ïðèâå-
ñòè äî õèáíîãî òâåðäæåííÿ, íàïðèêëàä 0=1. Öå, ó ñâîþ ÷åðãó, ìàëî áóòè çðîáëåíî
ìåòàìàòåìàòè÷íîþ òåõíiêîþ çàìiíè êîæíîãî àáñòðàêòíîãî êëàñè÷íîãî äîâåäåí-
íÿ äiéñíîãî òâåðäæåííÿ êîíêðåòíèì ñêií÷åííèì äîâåäåííÿì. Îñêiëüêè, î÷åâèäíî,
íå ìîæå áóòè íiÿêîãî êîíêðåòíîãî äîâåäåííÿ äiéñíîãî òâåðäæåííÿ 0=1, òî íå ìî-
æå áóòè òàêîæ íiÿêîãî êëàñè÷íîãî äîâåäåííÿ öüîãî òâåðäæåííÿ, i òîìó êëàñè÷íà
ìàòåìàòè÷íà àðãóìåíòàöiÿ ñóìiñíà.
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ßê äîáðå âiäîìî, �åäåëü ïîõèòíóâ ïðîãðàìó Ãiëüáåðòà, äîâiâøè ó âiäîìèõ òåî-
ðåìàõ ïðî íåïîâíîòó, ùî çàâæäè áóäóòü äiéñíi òâåðäæåííÿ, äîâiäíi iäåàëüíèìè
çàñîáàìè, ÿêi íå ìîæíà äîâåñòè êîíêðåòíèìè çàñîáàìè. Âií äîñÿã öüîãî çàñîáàìè
âèíàõiäëèâî¨ ìîäèôiêàöi¨ äàâíüîãî ïàðàäîêñó áðåõóíà. Ùîá îäåðæàòè ïàðàäîêñ áðå-
õóíà ó íàéáiëüø ïðîçîðié ôîðìi, ðîçãëÿäàþòü âèñëîâëåííÿ öå âèñëîâëåííÿ õèáíå.
Íàçèâàþ÷è öå âèñëîâëåííÿ À, çðîçóìiëî, ùî À iñòèííå ÿêùî i òiëüêè ÿêùî âîíî
õèáíå, òîáòî À ñòâåðäæó¹ âëàñíó õèáíiñòü. �åäåëü ïîêàçàâ, ùî ÿêùî â À çàìiíèòè
ñëîâî õèáíèé ôðàçîþ íåäîâiäíèé êîíêðåòíî, òî òâåðäæåííÿ Â, ÿêå îòðèìó¹ìî, ¹
iñòèííèì � òîáòî äîâiäíèì iäåàëüíèìè çàñîáàìè � àëå íå äîâiäíèì êîíêðåòíî. Öå
òàê òîìó ùî, ÿê ëåãêî çðîçóìiòè, Â ôàêòè÷íî ñòâåðäæó¹ âëàñíó êîíêðåòíó íåäîâiä-
íiñòü ïðîñòî òèì ñàìèì ñïîñîáîì, ÿê À ñòâåðäæó¹ âëàñíó õèáíiñòü. I, ïðîäîâæóþ÷è
òàêi àðãóìåíòè, �åäåëü äîñÿã óñïiõó â ïîêàçi òîãî, ùî ñóìiñíiñòü àðèôìåòèêè íå
ìîæíà äîâåñòè êîíêðåòíèìè çàñîáàìè.

Çãiäíî iç öèì, çäà¹òüñÿ, íåìà¹ ñóìíiâó, ùî ïðîãðàìà Ãiëüáåðòà âñòàíîâëåííÿ ñó-
ìiñíîñòi ìàòåìàòèêè (i, çîêðåìà, àðèôìåòèêè) ó ¨¨ ïî÷àòêîâié, ñòðîãié ôîðìi, ÿê
ïîêàçàíî �åäåëåì, íåðåàëiçîâíà. Ïðîòå ñàì �åäåëü äóìàâ, ùî ïðîãðàìó âñòàíîâ-
ëåííÿ ñóìiñíîñòi àðèôìåòèêè ìîæíà âðÿòóâàòè çà äîïîìîãîþ çáiëüøåííÿ îáëà-
ñòi îá'¹êòiâ, äîïóùåíèõ ó ñêií÷åííó ìåòàìàòåìàòèêó. Òîáòî äîçâîëÿþ÷è ñêií÷åííi
ìàíiïóëÿöi¨ âiäïîâiäíèì ÷èíîì âèáðàíèõ àáñòðàêòíèõ îá'¹êòiâ íà äîäà÷ó äî êîí-
êðåòíèõ, �åäåëü ñïîäiâàâñÿ äîñòàòíüî ïîñèëèòè ñêií÷åííó ìåòàìàòåìàòèêó, ùîá
óìîæëèâèòè äîâiäíiñòü ñóìiñíîñòi àðèôìåòèêè ó íié. Ó 1958ð. âií äîñÿã öi¹¨ ìåòè,
ïîáóäóâàâøè äîâåäåííÿ ñóìiñíîñòi äëÿ àðèôìåòèêè â ñêií÷åííié, àëå íå ñòðîãî êîí-
êðåòíié ìåòàìàòåìàòè÷íié ñèñòåìi, ùî äîïóñêà¹ íà äîäà÷ó äî êîíêðåòíèõ îá'¹êòiâ
(÷èñåë) àáñòðàêòíi îá'¹êòè òàêi ÿê ôóíêöi¨, ôóíêöi¨ ôóíêöié i ò.ä. íàä ñêií÷åííèìè
îá'¹êòàìè. Òîìó, õî÷à ïðîãðàìó Ãiëüáåðòà íå ìîæíà âèêîíàòè ó ïî÷àòêîâié ôîðìi,
ïðèíàéìíi äëÿ àðèôìåòèêè �åäåëü ïîêàçàâ, ùî ¨¨ ìîæíà âèêîíàòè ó ïîñëàáëåíié
ôîðìi, äîïóñêàþ÷è âèêîðèñòàííÿ âiäïîâiäíèì ÷èíîì âèáðàíèõ àáñòðàêòíèõ îá'¹-
êòiâ.

Ùîäî ñàìî¨ äîêòðèíè "ôîðìàëiçìó", Ãiëüáåðò (ÿêèé íå âèêîðèñòîâóâàâ, ìiæ
iíøèì, öåé òåðìií) íå ñòâåðäæóâàâ, ùî ìàòåìàòèêó ìîæíà îòîòîæíèòè iç ôîð-
ìàëüíèìè àêñiîìàòè÷íèìè ñèñòåìàìè. Íàâïàêè, âií, çäà¹òüñÿ, ðîçãëÿäàâ ðîëü ôîð-
ìàëüíèõ ñèñòåì, ÿê òàêèõ, ùî çàáåçïå÷óþòü î÷èùåííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ïðàêòèêè äî
äîñòàòíüîãî ñòóïåíÿ òî÷íîñòi, ùîá óìîæëèâèòè ïåðåíåñåííÿ ¨õíiõ ôîðìàëüíèõ ðèñ
ïiä ãîñòðó óâàãó. Òîé ôàêò, ùî �åäåëü äîñÿã óñïiõó â ïîêàçi òîãî, ùî ïåâíi ðèñè
(íàïðèêëàä, ñóìiñíiñòü) öèõ ëîãi÷íèõ î÷èùåíü ìîæíà âèðàçèòè, àëå íå äîâåñòè
ñêií÷åííèìè ìåòîäàìè, íå ðóéíó¹ ïåðåêîíëèâiñòü ïðîãðàìè Ãiëüáåðòà.

�3. Iíòó¨öiîíiçì

Òðåòÿ òåíäåíöiÿ ó ôiëîñîôi¨ ìàòåìàòèêè, ùî âèíèêëà ó äâàäöÿòîìó ñòîði÷÷i,
iíòó¨öiîíiçì, ãîëîâíî ¹ âèòâîðîì Ë.Áðàóåðà (1882-1966). Ïîäiáíî äî Êàíòà Áðàóåð
äîòðèìóâàâñÿ iäåàëiñòè÷íîãî ïîãëÿäó, ùî ìàòåìàòè÷íi êîíöåïöi¨ äîïóñòèìi òiëü-
êè ÿêùî âîíè íàëåæíî  ðóíòóþòüñÿ íà iíòó¨öi¨ i ùî ìàòåìàòè÷íi òåîði¨ çíà÷óùi
òiëüêè ÿêùî âîíè ìàþòü ñïðàâó iç ñóòíîñòÿìè, ÿêi âèáóäóâàíi ç ÷îãîñü, ùî çàäàíî
áåçïîñåðåäíüî iíòó¨öi¹þ. Â "Iíòó¨öiîíiçìi i ôîðìàëiçìi" (1912), âèçíàþ÷è, ùî ïîÿâà
íååâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨ äèñêðåäèòóâàëà ïîãëÿä Êàíòà íà ïðîñòið, âií ñòâåðäæóâàâ
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íà ïðîòèâàãó ëîãiöèñòàì (ÿêèõ âií íàçèâàâ "ôîðìàëiñòàìè"), ùî àðèôìåòèêà, i
òîìó âñÿ ìàòåìàòèêà ìóñèòü âèâîäèòèñÿ iç iíòó¨öi¨ ÷àñó. Çà éîãî ñëîâàìè:

�Íåîiíòó¨öiîíiçì ðîçãëÿäà¹ ðîçïàä ìîìåíòiâ æèòòÿ íà ÿêiñíî ðiçíi ÷à-
ñòèíè, ùî îá'¹äíóþòüñÿ òiëüêè òîäi, ïîêè çàëèøàþòüñÿ ðîçäiëåíèìè ÷à-
ñîì, ÿê ôóíäàìåíòàëüíå ÿâèùå ëþäñüêîãî iíòåëåêòó, ùî ïåðåõîäèòü àá-
ñòðàãóâàííÿì iç éîãî åìîöiéíîãî çìiñòó â ôóíäàìåíòàëüíå ÿâèùå ìà-
òåìàòè÷íîãî ìèñëåííÿ, iíòó¨öiþ íåïðèêðèòî¨ äâî-¹äèíîñòi. Öÿ iíòó¨öiÿ
äâî-¹äèíîñòi, áàçîâà iíòó¨öiÿ ìàòåìàòèêè,ñòâîðþ¹ íå òiëüêè ÷èñëà îäèí
i äâà, àëå é âñi ñêií÷åííi ïîðÿäêîâi ÷èñëà, îñêiëüêè ïðî îäèí iç åëåìåí-
òiâ äâî-¹äèíîñòi ìîæíà äóìàòè, ÿê ïðî íîâó äâî-¹äèíiñòü, i öåé ïðîöåñ
ìîæíà ïîâòîðþâàòè íåñêií÷åííî; öå ïðèâîäèòü ùå äàëi äî íàéìåíøî-
ãî íåñêií÷åííîãî îðäèíàëà ω. Íàðåøòi, öÿ áàçîâà iíòó¨öiÿ ìàòåìàòèêè,
ó ÿêié çâ'ÿçàíå i îêðåìå, íåïåðåðâíå i äèñêðåòíå îá'¹äíàíi, ïðèâîäèòü
áåçïîñåðåäíüî äî iíòó¨öi¨ ëiíiéíîãî êîíòèíóóìó, òîáòî "ìiæ", ÿêèé íå-
âè÷åðïíèé âñòàâëÿííÿì íîâèõ îäèíèöü i ïðî ÿêèé íå ìîæíà äóìàòè, ÿê
ïðî ïðîñòó êîëåêöiþ îäèíèöü. Öèì ñïîñîáîì àïðiîðíiñòü ÷àñó íå òiëü-
êè âèçíà÷à¹ âëàñòèâîñòi àðèôìåòèêè ÿê ñèíòåòè÷íi àïðiîðíi ñóäæåííÿ,
àëå é ðîáèòü òå ñàìå äëÿ ãåîìåòði¨, i íå òiëüêè äëÿ åëåìåíòàðíî¨ äâî-
÷è òðèâèìiðíî¨ ãåîìåòði¨, à é äëÿ íååâêëiäîâèõ i n-âèìiðíèõ ãåîìåòðié
òàêîæ. Òîìó ùî âiä Äåêàðòà ìè íàâ÷èëèñÿ çâîäèòè âñi öi ãåîìåòði¨ äî
àðèôìåòèêè çà äîïîìîãîþ êîîðäèíàò�.

Äëÿ Áðàóåðà iíòó¨öiÿ îçíà÷àëà ñóòò¹âî òå ñàìå, ùî äëÿ Êàíòà, à ñàìå óÿâëåííÿ
ðîçóìó òîãî, ùî âií ñàì ïîáóäóâàâ; iç öüîãî ïîãëÿäó òiëüêè ïðèéíÿòíi ìàòåìàòè÷íi
äîâåäåííÿ ¹ êîíñòðóêòèâíèìè. Ïðî êîíñòðóêòèâíå äîâåäåííÿ ìîæíà äóìàòè ÿê
ïðî ñîðò �Ìèñëåííîãî åêñïåðèìåíòó� � òîáòî âèêîíàííÿ åêñïåðèìåíòó â óÿâi. Çãiäíî
iç À.Ãåéòiíãîì (1898-1980), ïðîâiäíèì ÷ëåíîì iíòó¨öiîíiñòñüêî¨ øêîëè,

�Iíòó¨öiîíiñòñüêà ìàòåìàòèêà ïîëÿãà¹ ó ðîçóìîâèõ ïîáóäîâàõ; ìàòåìàòè-
÷íà òåîðåìà âèðàæà¹ ÷èñòî åìïiðè÷íèé èôàêò, à ñàìå óñïiõ ïåâíî¨ ïî-
áóäîâè. "2+2=3+1" ìóñèìî ÷èòàòè ÿê ñêîðî÷åííÿ òâåðäæåííÿ "ß çäié-
ñíèâ ðîçóìîâi ïîáóäîâè, ùî âêàçóþòüñÿ '2+2' i '3+1', i çíàéøîâ, ùî âîíè
ïðèâîäÿòü äî îäíàêîâîãî ðåçóëüòàòó".�

Iç òàêèõ öèòàò, ÿê öi, ìîæíà âèñíóâàòè, ùî äëÿ iíòó¨öiîíiñòiâ ìàòåìàòèêà ¹ ÷è-
ñòî ñóá'¹êòèâíîþ äiÿëüíiñòþ, âèäîì ñàìîðåïîðòàæó, i ùî êîæíèé ìàòåìàòèê ìà¹
îñîáèñòó ìàòåìàòèêó. Çâiñíî, âîíè âiäêèäàþòü iäåþ, ùî ìàòåìàòè÷íå ìèñëåííÿ
çàëåæèòü âiä áóäü-ÿêîãî îñîáëèâîãî âèäó ìîâè, íàâiòü äåêîëè ñòâåðäæóþ÷è, ùî
â êiíöi êiíöiâ ìàòåìàòèêà ¹ "áåçìîâíîþ äiÿëüíiñòþ". Âñå-òàêè òîé ôàêò, ùî ií-
òó¨öiîíiñòè î÷åâèäíî ðîçãëÿäàþòü ìàòåìàòè÷íi òåîðåìè ÿê ïåðåêîíëèâi äëÿ âñiõ
ðîçóìíèõ iñòîò, âêàçó¹, ùî äëÿ íèõ ìàòåìàòèêà ìà¹ ÿêùî íå îá'¹êòèâíèé õàðàêòåð,
òî ïðèíàéìíi òðàíññóá'¹êòèâíèé. Ãîëîâíèé ïîøòîâõ ïðîãðàìè iíòó¨öiîíiñòiâ êîí-
ñòðóêòèâíîãî äîâåäåííÿ áóâ ó öàðñòâi ëîãiêè. Áðàóåð ñòâåðäæóâàâ, ôàêòè÷íî, ùî
çàñòîñîâíiñòü òðàäèöiéíî¨ ëîãiêè äî ìàòåìàòèêè

�ñïðè÷èíåíà iñòîðè÷íî òèì ôàêòîì, ùî, ïî-ïåðøå, êëàñè÷íà ëîãiêà áóëà
àáñòðàãîâàíà ç ìàòåìàòèêè ïiäìíîæèí âèçíà÷åíî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè,
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ïî-äðóãå, àïðiîðíå iñíóâàííÿ, íåçàëåæíå âiä ìàòåìàòèêè, áóëî ïðèïèñà-
íî ëîãiöi, i, íàðåøòi, ùî íà îñíîâi öi¹¨ ïðèïóùåíî¨ àïðiîðíîñòi âîíà áóëà
íåâèïðàâäàíî çàñòîñîâàíà äî ìàòåìàòèêè íåñêií÷åííèõ ìíîæèí�.

Îòîæ, Áðàóåð ââàæàâ, ùî áiëüøiñòü ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòèêè  ðóíòó¹òüñÿ íå íà
ìiöíié àðãóìåíòàöi¨, à íà íåçàêîííîìó ïðîäîâæåííi ïðîöåäóð, ïðàâèëüíèõ òiëü-
êè â îáìåæåíié îáëàñòi ñêií÷åííîãî. Òîìó âií ðîçïî÷àâ êóðñ íà âiäêëàäåííÿ âñi¹¨
iñíóþ÷î¨ ìàòåìàòèêè â ñòîðîíó i ïî÷àòêó âñüîãî çàíîâî, âèêîðèñòîâóþ÷è òiëüêè
êîíöåïöi¨ i ñïîñîáè âèâåäåííÿ, ÿêèì ìîæíà äàòè ÿñíå iíòó¨òèâíå âèïðàâäàííÿ. Âií
ñïîäiâàâñÿ, ùî, ÿê òiëüêè áóäå âèêîíàíî äîñòàòíüî ïðîãðàìè, ìîæíà áóäå ðîçði-
çíèòè ëîãi÷íi çàêîíè, ÿêèì iíòó¨òèâíå àáî êîíñòðóêòèâíå ìàòåìàòè÷íå ìiðêóâàííÿ
ôàêòè÷íî ïiäïîðÿäêîâó¹òüñÿ, i òàê çìîãòè ïîðiâíÿòè îäåðæàíó iíòó¨öiîíiñòñüêó
àáî êîíñòðóêòèâíó ëîãiêó iç êëàñè÷íîþ ëîãiêîþ. (Öå íå îçíà÷à¹, ùî Áðàóåð áóâ
çàöiêàâëåíèé ãîëîâíî ëîãiêîþ, äàëåêî íå òàê: íàñïðàâäi éîãî íåñìàê äî ôîðìàëiçà-
öi¨ çìóñèâ éîãî íå ñïðèéìàòè äóæå ñåðéîçíî íàñòóïíi êîäèôiêàöi¨ iíòó¨öiîíiñòñüêî¨
ëîãiêè.)

Íàéâàæëèâiøèìè ðèñàìè iíòó¨öiîíiñòñüêîãî ìàòåìàòè÷íîãî ìiðêóâàííÿ ¹ òå, ùî
òâåðäæåííÿ ïðî iñíóâàííÿ ìîæíà ââàæàòè ïiäòâåðäæåíèìè òiëüêè òîäi, êîëè
ïîäàíî ïðèêëàä. (Ó öüîìó çâ'ÿçêó çãàäó¹òüñÿ çàóâàæåííÿ Ã.Âåéëÿ ïðî íåêîíñòðó-
êòèâíi äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ, ùî �âîíè iíôîðìóþòü ñâiò, ùî ñêàðá iñíó¹, íå âêàçóþ÷è
éîãî ìiñöÿ�.) ßê íàñëiäîê � äèç'þíêöiþ ìîæíà ââàæàòè ïiäòâåðäæåíîþ òiëüêè
òîäi, êîëè äîâåäåíèé ÿâíî îäèí iç åëåìåíòiâ. Âðàæàþ÷èé íàñëiäîê öüîãî òàêèé, ùî
ÿêùî éäåòüñÿ ïðî âëàñòèâîñòi (ïîòåíöiéíî) íåñêií÷åííèõ îáëàñòåé, íi êëàñè÷íèé
çàêîí âèêëþ÷åíîãî òðåòüîãî, íi çàêîí ñèëüíîãî çâåäåííÿ äî àáñóðäó íå ìîæíà
ïðèéíÿòè áåç óòî÷íåííÿ. Ùîá çðîçóìiòè öå, ðîçãëÿíåìî íàïðèêëàä òâåðäæåííÿ
ïðî iñíóâàííÿ iñíó¹ íåïàðíå äîñêîíàëå ÷èñëî (òîáòî íåïàðíå ÷èñëî, ÿêå ðiâíå ñó-
ìi âëàñíèõ äiëüíèêiâ), ÿêå çàïèøåìî, ÿê ∃nP (n). Éîãî çàïåðå÷åííÿì ¹ ∀n¬P (n).
Êëàñè÷íî çàêîí âèêëþ÷åíîãî òðåòüîãî äîçâîëÿ¹ íàì ñòâåðäèòè äèç'þíêöiþ

∃nP (n) ∨ ∀n¬P (n). (1)

Îäíàê êîíñòðóêòèâíî, ùîá ñòâåðäèòè öþ äèç'þíêöiþ, ìè ìóñèìî àáî áóòè â ñòàíi
ïiäòâåðäèòè ïåðøèé åëåìåíò ∃nP (n), òîáòî âîëîäiòè àáî ìàòè çàñîáè îäåðæàííÿ
íåïàðíîãî äîñêîíàëîãî ÷èñëà, àáî ïiäòâåðäèòè äðóãèé åëåìåíò ∀n¬P (n), òîáòî âî-
ëîäiòè äîâåäåííÿì, ùî íi îäíå íåïàðíå ÷èñëî íå ¹ äîñêîíàëèì. Îñêiëüêè íà äàíèé
÷àñ ìàòåìàòèêè íå ìàþòü æîäíîãî ç íèõ, òî äèç'þíêöiÿ (1) i àôîðòiîði çàêîí âè-
êëþ÷åíîãî òðåòüîãî íå ¹ êîíñòðóêòèâíî äîïóñòèìèé.

Ìîæíà äóìàòè, ùî ÿêùî ôàêòè÷íî äðóãèé åëåìåíò â (1) õèáíèé, òîáòî íå êî-
æíå ÷èñëî ôàëüñèôiêó¹ P , òî ìîæíà ôàêòè÷íî çíàéòè ÷èñëî, ùî çàäîâîëüíÿ¹ P
çíàéîìîþ ïðîöåäóðîþ âèïðîáóâàííÿ ïîñëiäîâíî êîæíîãî ÷èñëà 0,1,2,3,... i ïåðåðè-
âàþ÷è, êîëè çíàéäåìî ÿêåñü, ùî çàäîâîëüíÿ¹: iíøèìè ñëîâàìè, ùî iç ¬∀n¬P (n)
ìîæåìî âèñíóâàòè ∃nP (n). Êëàñè÷íî öå äîñêîíàëî ïðàâèëüíî, òîìó ùî êëàñè÷íå
ðîçóìiííÿ ¬∀n¬P (n) ó òîìó, ùî �P (n) íå áóäå íàñïðàâäi íå âèêîíóâàòèñÿ äëÿ êî-
æíîãî ÷èñëà n.� Àëå êîíñòðóêòèâíî öå îñòàíí¹ òâåðäæåííÿ íå ìà¹ çìiñòó, òîìó
ùî âîíî ïðèïóñêà¹, ùî êîæíå íàòóðàëüíå ÷èñëî âæå áóëî ïîáóäîâàíå (i ïåðåâiðå-
íî, ÷è âîíî çàäîâîëüíÿ¹ P ). Êîíñòðóêòèâíî öå òâåðäæåííÿ ìóñèòü îçíà÷àòè ùîñü
òèïó �ìîæíà âèâåñòè ñóïåðå÷íiñòü iç ïðèïóùåííÿ, ùî ìîæíà äîâåñòè, ùî P (n) íå
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âèêîíó¹òüñÿ äëÿ êîæíîãî n.� Iç öüîãî, îäíàê, ìè, çðîçóìiëî, íå ìîæåìî âèòÿãíóòè
 àðàíòiþ, ùî âèïðîáîâóþ÷è êîæíå ÷èñëî çà ÷åðãîþ, îñòàòî÷íî çíàéäåìî ÿêåñü, ùî
çàäîâîëüíÿ¹ P . Òîìó áà÷èìî, ùî çàêîí ñòðîãîãî çâåäåííÿ äî àáñóðäó òàêîæ íå ¹
êîíñòðóêòèâíî äîïóñòèìèì.

Îòîæ, áà÷èìî, ùî êîíñòðóêòèâíå ìiðêóâàííÿ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä êëàñè÷íîãî äâié-
íèêà òèì, ùî âîíî íàäà¹ ñèëüíiøèé çìiñò äåÿêèì ëîãi÷íèì îïåðàòîðàì. Ñòàëî
çâè÷íî, ñëiäóþ÷è Ãåéòiíãó, ïîÿñíþâàòè öåé ñèëüíiøèé çìiñò ó òåðìiíàõ ïåðâiñíîãî
âiäíîøåííÿ �a ¹ äîâåäåííÿì p� ìiæ ìàòåìàòè÷íèìè ïîáóäîâàìè a i ìàòåìàòè÷íèìè
òâåðäæåííÿìè p. Ñòâåðäæóâàòè iñòèííiñòü p îçíà÷à¹ ñòâåðäæóâàòè, ùî ¹ ïîáó-
äîâà a òàêà, ùî a ¹ äîâåäåííÿì p. [Òóò ïiä äîâåäåííÿì ìè ïîâèííi ðîçóìiòè ìàòå-
ìàòè÷íó ïîáóäîâó, ùî âñòàíîâëþ¹ òâåðäæåííÿ, ïðî ÿêå éäåòüñÿ, à íå âèâåäåííÿ ó
äåÿêié ôîðìàëüíié ñèñòåìi. Íàïðèêëàä, äîâåäåííÿ 2+3=5 ó öüîìó ðîçóìiííi ñêëà-
äà¹òüñÿ ç ïîñëiäîâíèõ ïîáóäîâ 2, 3 i 5, iç ïîáóäîâîþ, ÿêà äîäà¹ 2 i 3, i çàâåðøó¹òüñÿ
ïîáóäîâîþ, ùî ïîðiâíþ¹ ðåçóëüòàò öüîãî äîäàâàííÿ iç 5.]

Çìiñò ðiçíèõ ëîãi÷íèõ îïåðàòîðiâ ó öié ñõåìi ïîÿñíþ¹òüñÿ óòî÷íåííÿì, ÿê äîâå-
äåííÿ ñêëàäíèõ òâåðäæåíü çàëåæàòü âiä äîâåäåíü ¨õíiõ ñêëàäíèêiâ. Îòîæ, íàïðè-
êëàä,

a ¹ äîâåäåííÿì p∧q îçíà÷à¹: a ¹ ïàðîþ (b, c), ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç äîâåäåííÿ
b äëÿ p i c äëÿ q;

a ¹ äîâåäåííÿì p ∨ q îçíà÷à¹: a ¹ ïàðîþ (b, c), ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç íàòó-
ðàëüíîãî ÷èñëà b i ïîáóäîâè c òàêî¨, ùî ÿêùî b = 0, òî c ¹ äîâåäåííÿì
p, i ÿêùî b ̸= 0, òî c ¹ äîâåäåííÿì q;

a ¹ äîâåäåííÿì p → q îçíà÷à¹: a ¹ ïîáóäîâîþ, ùî ïåðåòâîðþ¹ áóäü-ÿêå
äîâåäåííÿ p â äîâåäåííÿ q;

a ¹ äîâåäåííÿì ¬p îçíà÷à¹: a ¹ ïîáóäîâîþ, ÿêà ïîêàçó¹, ùî íi îäíå äî-
âåäåííÿ p íå ¹ ìîæëèâå.

Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî, íàïðèêëàä, çàêîí âèêëþ÷åíîãî òðåòüîãî íå ¹ çàãàëîì
iñòèííèé çà òàêîãî ïðèïèñóâàííÿ çìiñòó ëîãi÷íèì îïåðàòîðàì. Òîìó ùî äîâåäå-
ííÿì p ∨ ¬p ¹ ïàðà (b, c), ó ÿêié c ¹ äîâåäåííÿì p àáî ïîáóäîâîþ, ÿêà ïîêàçó¹, ùî
íiÿêå äîâåäåííÿ p íå ¹ ìîæëèâå, i íåìà¹ íi÷îãî ïðèòàìàííîãî êîíöåïöi¨ ìàòåìàòè-
÷íî¨ ïîáóäîâè, ùî áè  àðàíòóâàëî äëÿ äîâiëüíîãî òâåðäæåííÿ p, ùî ùîñü iç öüîãî
êîëè-íåáóäü áóäå çäîáóòî.

ßêùî ïîðiâíÿòè çàêîí âèêëþ÷åíîãî òðåòüîãî iç ï'ÿòèì ïîñòóëàòîì Åâêëiäà, òî
iíòó¨öiîíiñòñüêó ëîãiêó ìîæíà ïîðiâíÿòè iç íåéòðàëüíîþ ãåîìåòði¹þ � ãåîìåòði¹þ
áåç ï'ÿòîãî ïîñòóëàòà � i êëàñè÷íó ëîãiêó iç åâêëiäîâîþ ãåîìåòði¹þ. Òî÷íî ÿê íå-
åâêëiäîâà ãåîìåòðiÿ âiäêðèëà �íîâèé äèâíèé âñåñâiò�, òàê iíòó¨öiîíiñòñüêà ëîãiêà
äîçâîëèëà ðîçðiçíèòè íîâi ðèñè ëîãiêî-ìàòåìàòè÷íîãî ëàíäøàôòó � íåâèäèìi ÷å-
ðåç ëiíçè êëàñè÷íî¨ ëîãiêè. Iíòó¨öiîíiñòñüêà ëîãiêà âèÿâèëàñü òîíêèì iíñòðóìåíòîì,
÷óòëèâiøèì, íiæ êëàñè÷íà ëîãiêà, äëÿ äîñëiäæåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî ñâiòó. Ãiëüáåðò
çàóâàæèâ íà ïðîòèâàãó iíòó¨öiîíiçìó, ùî �ïåðåøêîäæàòè ìàòåìàòèêîâi ó âèêîðè-
ñòàííi çàêîíó âèêëþ÷åíîãî òðåòüîãî îçíà÷àëî áè ïåðåøêîäæàòè àñòðîíîìîâi âè-
êîðèñòàííÿ òåëåñêîïà àáî áîêñåðîâi éîãî êóëàêiâ.� Àëå iç äîñâiäîì ó âèêîðèñòàííi
óäîñêîíàëåíî¨ ìàøèíåði¨ iíòó¨öiîíiñòñüêî¨ ëîãiêè ïðèõîäèìî äî äóìêè ïðî íåâiä-
ïîâiäíiñòü ãiëüáåðòîâîãî ïîðiâíÿííÿ. Ìîæíà êðàùå: ïåðåøêîäæàòè ìàòåìàòèêîâi
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ó âèêîðèñòàííi çàêîíó âèêëþ÷åíîãî òðåòüîãî îçíà÷àëî áè ïåðåøêîäæàòè õiðóðãî-
âi âèêîðèñòàííÿ êóõîííîãî íîæà àáî ãåíåðàëîâi � ÿäåðíî¨ çáðî¨. Àáî, ÿê çàóâàæèâ
Êðåéçåëü, ïåðåøêîäæàííÿ ó âèêîðèñòàííi çàêîíó âèêëþ÷åíîãî òðåòüîãî ìîæíà ïî-
ðiâíÿòè iç ïåðåøêîäæàííÿì òåîðåòèêó íåàáåëåâî¨ ãðóïè âèêîðèñòîâóâàòè êîìóòà-
òèâíèé çàêîí.

Íåçâàæàþ÷è íà òîé ôàêò, ùî ëîãiöèçì, iíòó¨öiîíiçì i ôîðìàëiçì íå ìîæóòü
çàáåçïå÷èòè ïîâíèé çâiò ïðî ïðèðîäó ìàòåìàòèêè, êîæíèé iç íèõ âèðàæà¹ âàæëè-
âó ÷àñòêîâó iñòèíó ïðî öþ ïðèðîäó: ëîãiöèçì � ùî ìàòåìàòè÷íà iñòèíà i ëîãi÷íå
äîâåäåííÿ iäóòü ðóêà â ðóêó; iíòó¨öiîíiçì � ùî ìàòåìàòè÷íà äiÿëüíiñòü ïðîòiêà¹
âèêîíàííÿì ðîçóìîâèõ ïîáóäîâ, ôîðìàëiçì � ùî ðåçóëüòàòè öèõ ïîáóäîâ ïðåäñòàâ-
ëåíi çà ïîñåðåäíèöòâîì ôîðìàëüíèõ ñèìâîëiâ.

�4. Îñíîâîïîëîæíi ñõåìè äëÿ ìàòåìàòèêè

Ó ñïðîáàõ çàáåçïå÷èòè îñíîâó äëÿ ìàòåìàòèêè ÷è òðåáà ïðèéìàòè, ÿê ïåðøî-
÷åðãîâèé ôàêò ¨¨ íà âèä îá'¹êòèâíèé õàðàêòåð, à ñàìå ôàêò, ç ÿêèì ïîãîäæó¹òüñÿ
òàêèì ÷è iíàêøèì ñïîñîáîì êîæíèé ìàòåìàòèê i ÿêèé âïåðøå ñèñòåìàòè÷íî ñôîð-
ìóëüâàíèé Ïëàòîíîì, ùî ¨¨ çìiñò ¹ ó ïåâíîìó ñåíñi iñòèííèé àáî ïðàâèëüíèé? ×è
òðåáà ñëiäóâàòè Êàíòó, ïðèéìàþ÷è ñóòü ìàòåìàòèêè, ÿê ïîðîäæåííÿ ïåâíîñòi ó
ðîçóìi? Òîáòî, â êiíöi êiíöiâ, ìàòåìàòè÷íå çíàííÿ ¹ ñàìîçíàííÿì ëþäñüêîãî ðîçó-
ìó. Îíòîëîãiÿ ÷è åïiñòåìîëîãiÿ? Ðåàëiçì ÷è iäåàëiçì?

Çðó÷íî ðîçïî÷àòè îáãîâîðåííÿ îñíîâîïîëæíèõ ñõåì äëÿ ìàòåìàòèêè iç âiäâåð-
òî¨ ïiäòðèìêè ðåàëiçìó Ä.Ìåéáåðði. Ó ñòàòòi �Ùî ïîòðiáíî âiä îñíîâ äëÿ ìàòåìà-
òèêè?� âií ñòâåðäæó¹, ùî âèêëàä îñíîâ ìàòåìàòèêè ìóñèòü âñòàíîâèòè íàñòóïíi
÷îòèðè ðå÷i:

1. Ïåðâiñíi êîíöåïöi¨, â ÿêèõ iíøi ìàòåìàòè÷íi êîíöåïöi¨ ïîâèííi áóòè âèçíà÷åíi.
2. Ïðàâèëà, ùî êåðóþòü çàïèñóâàííÿì îçíà÷åíü.
3. Îñòàòî÷íi óìîâè äîâåäåíü.
4. Ïðàâèëà, ùî äîçâîëÿþòü ïðîñóâàííÿ âiä óìîâ äî áàæàíèõ âèñíîâêiâ.
Çãiäíî iç Ìåéáåðði ïåðâiñíi êîíöåïöi¨, ùî ïîòðàïëÿþòü ïiä 1, ¹ êîíöåïöi¨ êàí-

òîðiâñüêî¨ òåîði¨ ìíîæèí, íàòîìiñòü îñòàòî÷íi óìîâè, ùî ïîòðàïëÿþòü ïiä 3, ¹
óìîâè òåîði¨ ìíîæèí Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ: ñòâåðäæó¹òüñÿ, ùî âîíè âîëîäiþòü ñà-
ìîî÷åâèäíèì õàðàêòåðîì, ïîòðiáíèì âiä �îñòàòî÷íèõ óìîâ�. Öÿ ñàìîî÷åâèäíiñòü
âèâîäèòüñÿ iç ñàìî¨ êîíöåïöi¨ ìíîæèíè ÿê �ïðîñòîðîâî¨ ìíîæèííîñòi âèçíà÷åíîãî
ðîçìiðó, ñêëàäåíî¨ iç âëàñòèâî ðîçðiçíåíèõ îá'¹êòiâ�.

Äëÿ Ìåéáåðði îñíîâà äëÿ ìàòåìàòèêè ìóñèòü çàáåçïå÷óâàòè íåçäîëàííå äîâåäå-
ííÿ iñòèíè ìàòåìàòè÷íèõ òâåðäæåíü. Iñòèíà ìàòåìàòè÷íîãî òâåðäæåííÿ, íà éîãî
ïîãëÿä, íå çàëåæèòü áóäü-ÿêèì ñïîñîáîì âiä ïðàâèëüíîñòi, ôîðìàëüíî¨ ÷è iíøî¨,
áóäü-ÿêîãî éîãî çàÿâëåíîãî äîâåäåííÿ àáî íàâiòü âiä ìîæëèâîñòi äîâåäåííÿ�. Âií
ïåðåêîíó¹, ùî ìè ïîâèííi áóòè ïëàòîíiñòàìè ïðèíàéìíi ó òàêîìó ðîçóìiííi:

�Ðîçãëÿä ëþäñüêî¨ äiÿëüíîñòi i çäiáíîñòi, ôàêòè÷íî¨ àáî iäåàëiçîâàíî¨, íå
ìà¹ ìiñöÿ â îñíîâàõ ìàòåìàòèêè, i ìè òîìó ìóñèìî ðîáèòè âñi çóñèëëÿ,
ùîá âèëó÷èòè ¨õ iç åëåìåíòiâ, ïðèíöèïiâ i ìåòîäiâ, íà ÿêèõ ìà¹ìî íàìið
 ðóíòóâàòè íàøó ìàòåìàòèêó.�
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Îòîæ, âií çàõèùà¹ öiëêîì îá'¹êòèâíèé ïiäõiä äî îñíîâ ìàòåìàòèêè. Ó òîé ÷àñ, ÿê
âèìîãà îá'¹êòèâíîñòi ñàìà íå âèìàãà¹ âèêîðèñòàííÿ òåîði¨ ìíîæèí, òðåáà âèçíà-
òè, ùî çà ìèíóëå ñòîði÷÷ÿ ÷è òðîõè áiëüøå òåîðiÿ ìíîæèí íàäàëà îôiöiéíó îñíîâó
äëÿ ìàòåìàòèêè � ñïðàâäi, äëÿ áiëüøîñòi ìàòåìàòèêiâ (ÿêi, ÿê âiäîìî, íå äóìàþòü
áàãàòî ïðî öþ ñïðàâó) � ôðàçà �îñíîâè ìàòåìàòèêè� ïðàêòè÷íî ¹ ñèíîíiìîì äî
�òåîði¨ ìíîæèí�. Òåîðiÿ ìíîæèí çàïðîïîíóâàëà îñòàòî÷íi âiäïîâiäi íà îíòîëîãi÷íi
ïîíÿòòÿ òàêi ÿê �ùî òàêå ÷èñëî?�, �ùî òàêå ôóíêöiÿ?� i ò.ií. I áiëüøiñòü ìàòåìà-
òèêiâ, ÿùî ¨õ çàïèòàòè ïðî îñòàòî÷íó îñíîâó äëÿ iñòèíè ìàòåìàòè÷íèõ òâåðäæåíü,
âiäïîâiëè áè (ïiä òèñêîì), ùî òâåðäæåííÿ, ïðî ÿêå éäåòüñÿ, âèâiäíå iç àêñiîì äå-
ÿêî¨ âiäïîâiäíî¨ òåîði¨ ìíîæèí. Ìåéáåðði âiäêèäà¹ iäåþ, ùî áóäü-ÿêà àêñiîìàòè÷íà
òåîðiÿ ìîæå ñëóæèòè îñíîâîþ äëÿ ìàòåìàòèêè ó éîãî ðîçóìiííi:

�Iäåÿ, ùî áóäü-ÿêà òåîðiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó ìîãëà áè âèêîíàòè öþ ðîëü
[áóòè îñíîâîþ äëÿ ìàòåìàòèêè] ¹ ïðîñòî íåïîñëiäîâíîþ. Ñïðàâäi, íiÿêà
àêñiîìàòè÷íà òåîðiÿ, ôîðìàëüíà ÷è íåôîðìàëüíà, ïåðøîãî ÷è âèùîãî
ïîðÿäêó, íå ìîæå ëîãi÷íî çiãðàòè îñíîâîïîëîæíó ðîëü ó ìàòåìàòèöi.
Òóò, çâiñíî, ÿ ìàþ íà óâàçi àêñiîìàòè÷íó òåîðiþ ó çàãàëüíîïðèéíÿòîìó
ñó÷àñíîìó ðîçóìiííi, ó ÿêîìó òåîðiÿ ãðóï, òåîðiÿ êiëåöü, çàãàëüíà òî-
ïîëîãiÿ, òåîðiÿ êàòåãîðié, òåîðiÿ òîïîñiâ, òåîðiÿ ïîâíèõ óïîðÿäêîâàíèõ
ïîëiâ i òåîðiÿ ïðîñòî íåñêií÷åííèõ ñèñòåì � âñi ¹ àêñiîìàòè÷íèìè òåî-
ðiÿìè. Ïåâíî, î÷åâèäíî, ùî íå ìîæíà âèêîðèñòîâóâàòè àêñiîìàòè÷íèé
ìåòîä, ùîá ïîÿñíèòè, ùî òàêå àêñiîìàòè÷íèé ìåòîä. Îñêiëüêè áóäü-ÿêà
òàêà ìîæëèâà çàìiíà äëÿ òåîði¨ ìíîæèí, ÿê îñíîâè äëÿ ìàòåìàòèêè, ìó-
ñèòü çàáåçïå÷èòè ïåðåêîíëèâèé âèêëàä àêñiîìàòè÷íîãî îçíà÷åííÿ, ¨¨ íå
ìîæíà ïiä çàãðîçîþ öèðêóëÿðíîñòi ñàìó ïðåäñòàâèòè çàñîáàìè àêñiîìà-
òè÷íîãî îçíà÷åííÿ. Òóò äæåðåëîì âñi¹¨ ïëóòàíèíè ¹ ïîãëÿä, ùî òåîðiÿ
ìíîæèí ¹ ïðîñòî ùå îäíîþ àêñiîìàòè÷íîþ òåîði¹þ, à óíiâåðñóì ìíîæèí
� ïðîñòî ùå îäíîþ ìàòåìàòè÷íîþ ñòðóêòóðîþ. Óíiâåðñóì ìíîæèí íå ¹
ñòðóêòóðîþ: öå ñâiò, ÿêèé íàñåëÿþòü âñi ìàòåìàòè÷íi ñòðóêòóðè, ìîðå,
ó ÿêîìó âîíè âñi ïëàâàþòü. �

ßêîþ áè åëåãàíòíîþ íå áóëà öÿ ìîðñüêà ìåòàôîðìà Ìåéáåðði, âñå òàêè ìîæíà
çàïèòàòè: ùî ñàìå ó êîíöåïöi¨ ìíîæèíè íàäà¹ ¨é îñòàòî÷íîãî àâòîðèòåòó? Áåëë
ââàæà¹, ùî, ìîæëèâî, íàñòóïíå:

1. Ñó÷àñíà êîíöåïöiÿ ìíîæèíè, ðîçâèíóòà Êàíòîðîì, ¹ ïðîäîâæåííÿì òîãî, ùî
ãðåêè íàçèâàëè àðiòìîñîì àáî îáìåæåíîþ ìíîæèííiñòþ. Öÿ êîíöåïöiÿ äèñêðåòíî¨
ñêií÷åííî¨ ìíîæèííîñòi ìà¹ îá'¹êòèâíiñòü, ïðîçîðiñòü i âèçíà÷åíiñòü, ÿêi, ÿê ââàæàâ
Êàíòîð, çáåðåæóòüñÿ ïðè ïðîäîâæåííi öi¹¨ êîíöåïöi¨ íà äîâiëüíó (òîáòî íåñêií÷åí-
íó) ìíîæèíó. Áiëüøiñòü ìàòåìàòèêiâ (àëå íi â ÿêîìó âèïàäêó íå âñi) ïîãîäèëèñü iç
íèì.

2. Çóñèëëÿ Äåäåêiíäà i iíøèõ ìàòåìàòèêiâ 19-ãî ñòîði÷÷ÿ çðîáèòè ìàòåìàòè-
êó ñòðîãîþ i çàáåçïå÷èòè âëàñòèâi îçíà÷åííÿ äëÿ íåâèçíà÷åíèõ òîäi ìàòåìàòè-
÷íèõ ïîíÿòü (íàéïîìiòíiøi � àñîöiéîâàíi iç íåïåðåðâíiñòþ) ïðèâåëè äî çàäîâiëüíèõ
ôîðìóëþâàíü òàêèõ êîíöåïöié, ÿê äiéñíå ÷èñëî i, îñòàòî÷íî, ôóíêöi¨ â òåîðåòèêî-
ìíîæèííèõ òåðìiíàõ. Îñîáëèâå çíà÷åííÿ ó öüîìó âiäíîøåííi ìàëî òåîðåòèêî-ìíîæèííå
âèçíà÷åííÿ ïðîñòîðó ôóíêöié, ùî óìîæëèâëþ¹ âåëè÷åçíå ðîçøèðåííÿ öàðñòâà ìà-
òåìàòè÷íîãî àíàëiçó.
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3. Îäíî÷àñíà ïîÿâà iç òåîði¹þ ìíîæèí ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè i â ðåçóëüòàòi ïðî-
äîâæåííÿ àêñiîìàòè÷íîãî ìåòîäó íà ìàòåìàòèêó â öiëîìó. Àäåêâàòíiñòü ïðàâèë
äîâåäåííÿ â àêñiîìàòè÷íèõ òåîðiÿõ ¹ ñåìàíòè÷íèì ïèòàííÿì, à ñåìàíòè÷íi ðàì-
êè äëÿ òàêèõ òåîðié áóëè ñôîðìóëüîâàíi (�åäåëåì, Òàðñüêèì i ií.) ó òåîðåòèêî-
ìíîæèííèõ òåðìiíàõ. Êîíöåïöiÿ ìíîæèíè òåïåð ðîçãëÿäà¹òüñÿ íåîáõiäíèì ñêëà-
äíèêîì çíà÷åííÿ àêñiîìàòè÷íîãî ìåòîäó.

4. Íàðåøòi, ÷óäîâèé ôàêò, ùî âñi �îá'¹êòèâíi� ìàòåìàòè÷íi ïîíÿòòÿ âiä íàòó-
ðàëüíèõ ÷èñåë äî ðiìàíîâèõ ìíîãîâèäiâ i ãiëüáåðòîâèõ ïðîñòîðiâ ìîæíà çàáåçïå÷è-
òè òåîðåòèêî-ìíîæèííèìè îçíà÷åííÿìè, ÿê ìíîæèíè iç ñòðóêòóðîþ (ìîðôîëîãiÿ).

Ó öüîìó çâ'ÿçêó �åäåëü âèçíàâàâ ðåàëiñòè÷íi ïîãëÿäè ùîäî ìíîæèí i êëàñiâ:

�Êëàñè i êîíöåïöi¨ ìîæíà óÿâëÿòè ÿê ðåàëüíi îá'¹êòè, à ñàìå, êëàñè � ÿê
�ìíîæèííîñòi ðå÷åé� àáî ÿê ñòðóêòóðè, ùî ñêëàäàþòüñÿ iç ìíîæèííîñòi
ðå÷åé, i êîíöåïöi¨ � ÿê âëàñòèâîñòi i âiäíîøåííÿ ðå÷åé, ùî iñíóþòü íå-
çàëåæíî âiä íàøèõ îçíà÷åíü i ïîáóäîâ. Ìåíi çäà¹òüñÿ, ùî ïðèïóùåííÿ
òàêèõ îá'¹êòiâ äîñòàòíüî çàêîííå, ÿê i ïðèïóùåííÿ ôiçè÷íèõ òië, i ¹ òàêi
ñàìi ïiäñòàâè âiðèòè â ¨õí¹ iñíóâàííÿ. Âîíè ó äåÿêîìó ðîçóìiííi íåîá-
õiäíi, ùîá îäåðæàòè çàäîâiëüíó ñèñòåìó ìàòåìàòèêè, ÿê i ôiçè÷íi òiëà
íåîáõiäíi äëÿ çàäîâîëåííÿ íàøèõ ÷óòò¹âèõ ñïðèéíÿòü, i â îáîõ âèïàäêàõ
íåìîæëèâî òëóìà÷èòè òâåðäæåííÿ ïðî öi ñóòíîñòi, ÿê òâåðäæåííÿ ïðî
�äàíi�, òîáòî â îñòàííüîìó âèïàäêó ÷óòò¹âi ñïðèéíÿòòÿ, ùî ôàêòè÷íî
ç'ÿâëÿþòüñÿ.� [Ó �Ìàòåìàòè÷íié ëîãiöi� (1944ð.) Ðàññåëà.]

�Öåé íåãàòèâíèé ïiäõiä [iíòó¨öiîíiñòiâ] äî êàíòîðiâñüêî¨ òåîði¨ ìíîæèí i
äî êëàñè÷íî¨ ìàòåìàòèêè, ÿêî¨ âîíà ¹ ïðèðîäíèì óçàãàëüíåííÿì, íå ¹ íi
â ÿêîìó âèïàäêó íàñëiäêîì òî÷íîãî âèâ÷åííÿ ¨õ îñíîâ, à ëèøå ðåçóëü-
òàòîì ïåâíî¨ ôiëîñîôñüêî¨ êîíöåïöi¨ ïðèðîäè ìàòåìàòèêè, ùî äîïóñêà¹
ìàòåìàòè÷íi îá'¹êòi òiëüêè äî òî¨ ìiðè, äî ÿêî¨ âîíè ðîçòëóìà÷óþòüñÿ,
ÿê íàøi âëàñíi ïîáóäîâè àáî ïðèíàéìíi ìîæóòü áóòè ïîâíiñòþ äàíi ó
ìàòåìàòè÷íié iíòó¨öi¨. Äëÿ êîãîñü, õòî ââàæà¹, ùî ìàòåìàòè÷íi îá'¹-
êòè iñíóþòü íåçàëåæíî âiä íàøèõ ïîáóäîâ i íàÿâíîñòi iíòó¨öi¨ ïðî íèõ
iíäèâiäóëüíî, i âèìàãà¹ ëèøå, ùî çàãàëüíi ìàòåìàòè÷íi êîíöåïöi¨ ìó-
ñÿòü áóòè äîñòàòíüî ÿñíèìè äëÿ íàñ, ùîá ìîãòè ðîçïiçíàòè ¨õ ìiöíiñòü
i iñòèííiñòü àêñiîì ñòîñîâíî íèõ, ÿ ââàæàþ, iñíó¹ çàäîâiëüíà îñíîâà äëÿ
êàíòîðiâñüêî¨ òåîði¨ ìíîæèí â öiëîìó ¨¨ ïî÷àòêîâîìó çàäóìi i çíà÷åííi...
�

Ïiä �çàäîâiëüíîþ îñíîâîþ� �åäåëü ìàâ íà óâàçi iòåðàòèâíó êîíöåïöiþ ìíîæè-
íè, �çãiäíî iç ÿêîþ ìíîæèíà � öå ùîñü, îäåðæóâàíå ç öiëèõ [àáî äåÿêèõ iíøèõ ïðà-
âèëüíî âèçíà÷åíèõ îá'¹êòiâ] ïîâòîðíèì çàñòîñóâàííÿì [ÿêùî íåîáõiäíî, äî òðàíñ-
ôiíiòíîñòi] îïåðàöi¨ �ìíîæèíà (÷îãîñü)�, à íå ùîñü, îäåðæóâàíå ïîäiëîì öiëiñíîñòi
iñíóþ÷èõ ðå÷åé íà äâi êàòåãîði¨...� Ùîäî ïåðâiñíî¨ êîíöåïöi¨ �ìíîæèíà (÷îãîñü)�
�åäåëü ñêàçàâ òàêå:

� Îïåðàöiþ �ìíîæèíà x-iâ� íå ìîæíà âèçíà÷èòè çàäîâiëüíî (ïðèíàéìíi
íå ïðè íèíiøíüîìó ñòàíi çíàííÿ), à ëèøå ïåðåôðàçóâàòè iíøèìè âèðàçà-
ìè, ùî çíîâó ìiñòÿòü êîíöåïöiþ ìíîæèíè, òàêèìè ÿê: �ñóêóïíiñòü x-iâ�,
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�êîìáiíàöiÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà x-iâ�, �÷àñòèíà öiëiñíîñòi x-iâ�, äå �ñóêóïíi-
ñòü� (�êîìáiíàöiÿ�, �÷àñòèíà�) óÿâëÿ¹òüñÿ, ÿê ùîñü iñíóþ÷å ñàìå ïî ñîái,
i íå ìà¹ çíà÷åííÿ, ÷è ìè ìîæåìî âèçíà÷èòè éîãî ñêií÷åííèì ÷èñëîì
ñëiâ (òàê ùî âèïàäêîâi ìíîæèíè íå âèêëþ÷àþòüñÿ) [öå òå, ùî Áåðíàéñ
íàçâàâ �êîìáiíàòîðíèì� ïîíÿòòÿì ìíîæèíè].�

Íàñëiäêîì ðåàëiçìó �åäåëÿ ùîäî ìíîæèí ¹ òå, ùî òàêi ïèòàííÿ, ÿê êîíòèíóóì-
ãiïîòåçà ìóñÿòü áóòè îá'¹êòèâíî iñòèííèìè àáî õèáíèìè, íàâiòü õî÷à íàÿâíà ñõåìà
àêñiîì äëÿ òåîði¨ ìíîæèí íå äà¹ çìîãè ïðèéíÿòè ðiøåííÿ ïðî ¨õ iñòèííiñòü ÷è
õèáíiñòü.

� Òîìó ùî, ÿêùî çíà÷åííÿ ïåðâiñíèõ òåðìiíiâ òåîði¨ ìíîæèí ... ïðèéíÿ-
òi ÿê íàäiéíi, òî ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî òåîðåòèêî-ìíîæèííi êîíöåïöi¨ i
òåîðåìè îïèñóþòü äåÿêó ïðàâèëüíî äåòåðìiíîâàíó ðåàëüíiñòü, ó
ÿêié [êîíòèíóóì-ãiïîòåçà] ìóñèòü áóòè iñòèííîþ àáî õèáíîþ. Çâiäñè ¨¨
íåâèðiøóâàíiñòü iç àêñiîì, ùî ïðèïóñêàþòüñÿ ñüîãîäíi, ìîæå îçíà÷àòè
ëèøå, ùî öi àêñiîìè íå ìiñòÿòü ïîâíîãî îïèñó öi¹¨ ðåàëüíîñòi.�

�åäåëü ñâî¨ì ïåðåêîíàííÿì ùîäî îá'¹êòèâíîñòi òåîði¨ ìíîæèí i íåçàëåæíîãî
iñíóâàííÿ ìíîæèí ïðèéøîâ äî ôîðìóëþâàííÿ iäå¨, ùî íîâi àêñiîìè äëÿ òåîði¨
ìíîæèí (àêñiîìè íåñêií÷åííîñòi) áóäóòü äîñÿãíóòi ìiðêóâàííÿìè ïðî êîíöåïöiþ
ìíîæèíè. Öi íîâi àêñiîìè, ÿê âií ñïîäiâàâñÿ, ïðèâåëè áè äî ðîçâ'ÿçêó êîíòèíóóì-
ïðîáëåìè i iíøèõ âiäîìèõ çàäà÷ òåîði¨ ìíîæèí. Äëÿ �åäåëÿ i iíøèõ òåîðåòèêî-
ìíîæèííèõ ðåàëiñòiâ óíiâåðñóì ìíîæèí ÿâëÿ¹ ñîáîþ Åâåðåñò, íà ÿêèé òðåáà ïiä-
íÿòèñÿ, ïîäiáíî äî ñïðàâæíîãî Åâåðåñòó, òîìó ùî âií òàì ¹.

∗

Ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïðîòèëåæíi ïîãëÿäè. Ïîçèöiÿ Ñàóíäåðñà Ìàêëåéíà ùîäî îñòà-
òî÷íî¨ ïðèðîäè ìàòåìàòèêè çäà¹òüñÿ öiëêîì ðîçáiæíîþ iç Ìåéáåðði, òîáòî

�Ìàòåìàòèêà áàçó¹òüñÿ íà ëþäñüêié äiÿëüíîñòi i íàóêîâèõ çàäà÷àõ.�

Àëå âií âèçíà¹, ùî òåîðåòèêî-ìíîæèííà îñíîâà äëÿ ìàòåìàòèêè ïðîïîíó¹

�òó ïåðåâàãó, ùî êîæíó êîíöåïöiþ ìîæíà çðîáèòè àáñîëþòíî ÿñíîþ i
ÿâíîþ.�

Âñå æ âií ñêåïòè÷íèé ñòîñîâíî îñòàòî÷íîãî �iñíóâàííÿ� ìíîæèí:

�Äî òîãî ÿê íàÿâíi àêñiîìè, (êóìóëÿòèâíà) i¹ðàðõiÿ ¹ ïëàòîíiñòñüêèì
ìiôîì, ÿñíî âèäèìèì òiëüêè òèì, õòî ìà¹ øîñòå âiä÷óòòÿ äëÿ ìíîæèí.�

Àëå âií çàîäíî iç Ìåéáåðði ó íàïîëÿãàííi íà íåîáõiäíîñòi ñòðîãîãî äîâåäåííÿ ó
ìàòåìàòèöi: ÿê âií êàæå, �äîâåäåííÿ ¹ çàñîáîì îäåðæàííÿ ïåâíîñòi�. Ìîæíà çà-
ïèòàòè, îäíàê, ïåâíîñòi ÷îãî? Ìåéáåðði ÿê ðåàëiñò âiäïîâiâ áè: �ïåâíîñòi iñòèíè�.
Àëå Ìàêëåéí íå ïiäòðèìó¹ ðåàëiçìó i ÿâíî âiäêèäà¹ òðàäèöiéíå ïîíÿòòÿ ìàòåìàòè-
÷íî¨ �iñòèíè�, ñòâåðäæóþ÷è, ùî â äiéñíîñòi ìàòåìàòè÷íi òåîðåìè íå ñòâåðäæóþòü
iñòèí ïðî ñâiò. Éîãî âiäïîâiäü íà íàøå ïèòàííÿ ç íåîáõiäíiñòþ áóëà áè ñêëàäíi-
øîþ. Ôàêòè÷íî âií çàìiíÿ¹ �iñòèíó� ôîðìàëüíèì ïîíÿòòÿì �ïðàâèëüíîñòi�, òîáòî
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ùî äîâåäåííÿ âiäáóâà¹òüñÿ ó ñòðîãié âiäïîâiäíîñòi iç óçãîäæåíèìè ôîðìàëüíèìè
ïðàâèëàìè. Öå âèäà¹òüñÿ ôîðìàëiñòñüêèì ðóõîì. I ñïðàâäi, Ìàêëåéí ñòâåðäæó¹,
ùî �ìàòåìàòèêà çàéìà¹òüñÿ íå ðåàëüíiñòþ, à ïðàâèëîì�, �ìàòåìàòèêà íå äà¹ íiÿêèõ
îíòîëîãi÷íèõ çîáîâ'ÿçàíü�, �ôiëîñîôiÿ ìàòåìàòèêè íå ïîòðåáó¹ ìiñòèòè ïèòàííÿ
ïðî åïiñòåìîëîãiþ àáî îíòîëîãiþ�. Ç iíøîãî áîêó, ôîðìà ìàòåìàòèêè �âèáðàíà òàê,
ùîá âiäîáðàæàòè ôàêòè (ïðî ðåàëüíiñòü)�.

Ùîäî ïèòàííÿ ïðî îñíîâè ìàòåìàòèêè Ìàêëåéí ñêàçàâ:

�Ìàòåìàòèêà ìà¹ äîñòóï äî àáñîëþòíî¨ ñòðîãîñòi, òîìó ùî âîíà ïðî
ôîðìó i ïðî ôàêò. Îäíàê íåìà¹ ¹äèíî¨ i àáñîëþòíî¨ îñíîâè äëÿ ìàòå-
ìàòèêè. Áóäü-ÿêà òàêà ôiêñîâàíà îñíîâà ïåðåøêîäæàëà áè íîâèçíi, ùî
ìîãëà áè áóòè ðåçóëüòàòîì âiäêðèòòÿ íîâî¨ ôîðìè. Ôîðìîþ ¹ áóäü-ÿêèé
ðîçâèòîê, ùî äi¹ ðàäøå çà ïðàâèëîì, íiæ çâåðíåííÿì äî ôàêòó, ÿê äî
çíà÷åííÿ.�

Ùîäî òåîði¨ ìíîæèí, Ìàêëåéí áà÷èòü ¨¨ ÿê äîñòàòíüî ñèëüíó, ùîá çàáåçïå÷èòè
ôîðìóëþâàííÿ áiëüøîñòi ìàòåìàòèêè, àëå öå çàáåçïå÷åííÿ ÷àñòî øòó÷íå ... êðiì
òîãî, íåìà¹ ¹äèíîãî ïîíÿòòÿ �ìíîæèíè�. Ñèñòåìà ïåðøîãî ïîðÿäêó òåîði¨ Öåðìåëî-
Ôðåíêåëÿ ñëóæèòü âiäïîâiäíîþ ôîðìàëüíîþ ìîâîþ äëÿ îïèñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ
îá'¹êòiâ i ìiðêóâàíü ïðî íèõ, àëå îñêiëüêè âîíà íåïîâíà, òî ìîæëèâi iíøi �îñíîâè�
òàêi ÿê åëåìåíòàðíi òîïîñè.

∗

Ïîãëÿäè Ìàêëåéíà íà ïðèðîäó ìàòåìàòèêè íåñóìiñíi iç òâåðäæåííÿìè òàêèõ
íàóêîâöiâ ÿê Ëàêîôô i Íóíü¹ñ. Ó êíèçi �Çâiäêè ïîõîäèòü ìàòåìàòèêà: ÿê âòiëåíèé
ðîçóì ñòâîðþ¹ ìàòåìàòèêó�, ùî ïî÷èíà¹òüñÿ iç ñïîñòåðåæåííÿ, ùî ¹äèíèìè ìàòå-
ìàòè÷íèìè iäåÿìè, ÿêi ìîæóòü ìàòè ëþäñüêi iñòîòè, ¹ iäå¨, ÿêi äîçâîëÿ¹ ëþäñüêèé
ðîçóì, âîíè âèñóâàþòü òâåðäæåííÿ, ùî âñi àáñòðàêòíi iäå¨, âêëþ÷íî iç ìàòåìàòè-
÷íèìè, âèíèêàþòü ÷åðåç êîíöåïòóàëüíó ìåòàôîðó � ìåõàíiçì äëÿ ïðîåêòóâàííÿ
âòiëåíîãî (òîáòî ÷óòò¹âî-ìîòîðíîãî) ìiðêóâàííÿ íà àáñòðàêòíå ìiðêóâàííÿ. Êîðî-
òêî, Ëàêîôô i Íóíü¹ñ ñòâåðäæóþòü, ùî ìàòåìàòèêà ¹ ïðîäóêòîì ëþäñüêèõ iñòîò i
ñôîðìîâàíà íàøèì ðîçóìîì i êîíöåïòóàëüíèìè ñèñòåìàìè, à òàêîæ ñïðàâàìè ëþä-
ñüêèõ ñóñïiëüñòâ i êóëüòóðè. Ìè åâîëþöiîíóâàëè òàê, ùîá íàøå ïiçíàííÿ ïiäõîäèëî
ïiä ñâiò, ÿêèì ìè çíà¹ìî éîãî. �õíi ïîãëÿäè íà ïðèðîäó ìàòåìàòèêè óòâîðþþòü ïåâ-
íèé âèä êðåäî íàòóðàëiñòà:

� Ìàòåìàòèêà ¹ ïðèðîäíîþ ÷àñòèíîþ ëþäèíè. Âîíà âèíèêà¹ iç íàøèõ
òië, íàøîãî ðîçóìó i íàøîãî ùîäåííîãî äîñâiäó ó ñâiòi. Êóëüòóðè ìà-
þòü âñþäè äåÿêó ôîðìó ìàòåìàòèêè. Íåìà¹ íi÷îãî òà¹ìíè÷îãî, ìiñòè-
÷íîãî, ìàãi÷íîãî àáî òðàíñöåíäåíòíîãî ó ìàòåìàòèöi. Âîíà ¹ íàñëiäêîì
ëþäñüêî¨ åâîëþöiéíî¨ iñòîði¨, íåéðîáiîëîãi¨, ïiçíàâàëüíèõ çäiáíîñòåé i
êóëüòóðè. Ìàòåìàòèêà ¹ îäíèì iç íàéâåëè÷íiøèõ ðåçóëüòàòiâ êîëåêòèâ-
íî¨ ëþäñüêî¨ óÿâè. Öå � ñèñòåìà ëþäñüêèõ êîíöåïöié, ÿêi íàäçâè÷àéíî
âèêîðèñòîâóþòü çâè÷àéíi iíñòðóìåíòè ëþäñüêîãî ïiçíàííÿ. Âîíà îñî-
áëèâà òèì, ùî ¹ ñòàáiëüíîþ, òî÷íîþ, óçàãàëüíþâàíîþ, ñèìâîëiçîâíîþ,
îá÷èñëþâàíîþ, ñóìiñíîþ iç êîæíèì iç ¨¨ ïðåäìåòiâ âèâ÷åííÿ, çàãàëüíî-
êîðèñíîþ òà äi¹âîþ äëÿ òî÷íîãî îñìèñëåííÿ âåëèêîãî ÷èñëà àñïåêòiâ
ñâiòó, ÿê ìè âiä÷óâà¹ìî éîãî. Äi¹âiñòü ìàòåìàòèêè ó ñâiòi ¹ äàíèíîþ
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åâîëþöi¨ òà êóëüòóði. Åâîëþöiÿ ñôîðìóâàëà íàøà òiëà i ðîçóì òàê, ùî
ìè óñïàäêóâàëè íåðâîâi çäiáíîñòi äëÿ îñíîâ ÷èñëà i äëÿ ïåðâiñíèõ ïðî-
ñòîðîâèõ âiäíîøåíü. Êóëüòóðà çðîáèëà ìîæëèâèì äëÿ ìiëüéîíiâ ïðîíè-
êëèâèõ ñïîñòåðiãà÷iâ ïðèðîäè ÷åðåç òèñÿ÷i ñïðîá i ïîìèëîê ðîçâèíóòè i
ïåðåõîäèòè äî âñå áiëüø i áiëüø ñêëàäíèõ ìàòåìàòè÷íèõ iíñòðóìåíòiâ
� iíñòðóìåíòiâ, ñôîðìîâàíèõ äëÿ îïèñó òîãî, ùî âîíè ñïîñòåðiãàëè. Íå-
ìà¹ íiÿêî¨ òàìíèöi â äi¹âîñòi ìàòåìàòèêè äëÿ õàðàêòåðèçàöi¨ ñâiòó, ÿê
ìè âiä÷óâà¹ìî éîãî: öÿ äi¹âiñòü âèïëèâà¹ iç êîìáiíàöi¨ ìàòåìàòè÷íîãî
çíàííÿ i çâ'ÿçàíîñòi çi ñâiòîì. Çâ'ÿçîê ìiæ ìàòåìàòè÷íèìè iäåÿìè i ñâi-
òîì, ÿê ëþäèíà âiä÷óâà¹ éîãî, âèíèêà¹ â ëþäñüêîìó ðîçóìi. Öå ëþäèíà
ñòâîðèëà ëîãàðèôìi÷íi ñïiðàëi i ôðàêòàëi i ìîæå �áà÷èòè� ëîãàðèôìi-
÷íi ñïiðàëi â ðàâëèêàõ i ôðàêòàëi â ïàëüìîâèõ ëèñòêàõ. Êîìåíòàð: òîé
ôàêò, ùî ìè ñïðàâäi �áà÷èìî� òàêi çðàçêè ó ïðèðîäi � íàñïðàâäi ñàìà
ìîæëèâiñòü ðîáèòè öå � ¹ ðèñîþ ðåàëüíîñòi, ñõîïëåíîþ ëþäñüêèì ðî-
çóìîì, àëå âñå òàêè îá'¹êòèâíîþ. Îïèñ çðàçêà íà ïîâåðõíi ðàâëèêà ÿê
ëîãàðèôìi÷íî¨ ñïiðàëi ¹ ëþäñüêîþ ïîáóäîâîþ, àëå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ
êîíöåïöi¹þ ëîãàðèôìi÷íî¨ ñïiðàëi i ôàêòè÷íîþ êîíôiãóðàöi¹þ íà ïî-
âåðõíi ¹ îá'¹êòèâíèì. ×èñëî 2 ¹ ëþäñüêèì âiäêðèòòÿì, àëå ñïiââiäíî-
øåííÿ ìiæ êîíöåïöi¹þ �2� i ïîëþñàìè ìàãíiòà ¹ îá'¹êòèâíèì. Â óìàõ
òèõ ìiëüéîíiâ, ÿêi ðîçâèâàëè i ïiäòðèìóâàëè ìàòåìàòèêó, êîíöåïöi¨ ìà-
òåìàòèêè áóëè âèâåäåíi, ùîá ïiäõîäèòè äî ñâiòó, ÿê âií óñâiäîìëþ¹òüñÿ i
îñìèñëþ¹òüñÿ. Öå ìîæëèâî òîìó, ùî òàêi êîíöåïöi¨, ÿê çìiíà, ïðîïîðöiÿ,
ðîçìið, îáåðòàííÿ, éìîâiðíiñòü, ðåêóðåíòíiñòü, iòåðàöiÿ i áàãàòî iíøèõ ¹ i
ùîäåííèìè i ìàòåìàòèçîâàíèìè iäåÿìè. Ìàòåìàòèçàöiÿ çâè÷àéíèõ ëþä-
ñüêèõ iäåé ¹ çâè÷àéíîþ ëþäñüêîþ ñïðàâîþ. Ðîçâèòêîì ïèñåìíèõ ñèñòåì
òèñÿ÷îëiòòÿìè êóëüòóðà óìîæëèâèëà ïîçíà÷óâàëüíi ñèñòåìè ìàòåìàòè-
êè. Îñêiëüêè êîíöåïòóàëüíi ñèñòåìè çäàòíi äî êîíöåïòóàëüíî¨ òî÷íîñòi i
ñèìâîëiçàöi¨, ìàòåìàòèêà çäàòíà ðîçâèâàòè ñèñòåìè òî÷íîãî îá÷èñëåííÿ
i äîâåäåííÿ. Âèêîðèñòàííÿì ìåòàôîð äèñêðåòèçàöi¨ âñå áiëüøå i áiëüøå
ìàòåìàòè÷íèõ iäåé ñòàëè òî÷íî ñèìâîëiçîâíèìè i îá÷èñëþâàíèìè. Ñàìå
ëþäñüêà çäàòíiñòü äî êîíöåïòóàëüíî¨ ìåòàôîðè óìîæëèâëþ¹ òî÷íó ìà-
òåìàòèçàöiþ i íàâiòü àðèôìåòèçàöiþ ùîäåííèõ êîíöåïöié � òàêèõ ÿê êî-
ëåêöi¨, âèìiðè, ñèìåòðiÿ, âèïàäêîâà çàëåæíiñòü i íåçàëåæíiñòü, i áàãàòî
iíøîãî. Âñå ó ìàòåìàòèöi äîñòóïíå ðîçóìiííþ � ïðèíàéìíi â ïðèíöèïi.
Îñêiëüêè âîíà âèêîðèñòîâó¹ çàãàëüíi ëþäñüêi êîíöåïòóàëüíi çäiáíîñòi, ¨¨
êîíöåïòóàëüíó ñòðóêòóðó ìîæíà ïðîàíàëiçóâàòè i íàâ÷èòè ó çðîçóìiëèõ
òåðìiíàõ. Ìàòåìàòèêà òâîð÷à i âiäêðèòî-çàìêíåíà. Çàâäÿêè âèêîðèñòàí-
íþ êîíöåïòóàëüíèõ ìåòàôîð i êîíöåïòóàëüíèõ ñóìiøåé íèíiøíþ ìàòå-
ìàòèêó ìîæíà ïðîäîâæóâàòè äëÿ ñòâîðåííÿ íîâèõ ôîðì, iìïîðòóþ÷è
ñòðóêòóðó ç îäíî¨ îáëàñòi äî iíøî¨ i ñïëàâëÿþ÷è iäå¨ ç ðiçíèõ îáëàñòåé.
Ëþäñüêi êîíöåïòóàëüíi ñèñòåìè íå ìîíîëiòíi. Âîíè äîïóñêàþòü àëüòåð-
íàòèâíi áà÷åííÿ êîíöåïöié i ÷èñëåííi ìåòàôîðè÷íi ïåðñïåêòèâè(âèäè)
áàãàòüîõ (àëå íi â ÿêîìó âèïàäêó íå âñiõ!) âàæëèâèõ àñïåêòiâ íàøèõ
æèòòiâ. Ìàòåìàòèêà òàê ñàìî êîíöåïòóàëüíî áàãàòà, ÿê i áóäü-ÿêà iíøà
÷àñòèíà ëþäñüêî¨ êîíöåïòóàëüíî¨ ñèñòåìè. Êðiì öüîãî, ìàòåìàòèêà äî-
ïóñêà¹ àëüòåðíàòèâíi êàðòèíè i âåðñi¨ êîíöåïöié. Íåìà¹ îäíîãî ïîíÿòòÿ
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íåñêií÷åííîñòi, à áàãàòî, íå îäíà ôîðìàëüíà ëîãiêà, à äåñÿòêè òèñÿ÷,
íå îäíà êîíöåïöiÿ ÷èñëà, à áàãàòà ðiçíîìàíiòíiñòü àëüòåðíàòèâ, íå îäíà
òåîðiÿ ìíîæèí àáî ãåîìåòðiÿ àáî ñòàòèñòèêà, à øèðîêèé ¨õ äiàïàçîí �
âñÿ ìàòåìàòèêà! Ìàòåìàòèêà ¹ ÷óäîâèì ïðèêëàäîì êðàñè, áàãàòñòâà,
ñêëàäíîñòi, ðiçíîìàíiòíîñòi i âàæëèâîñòi ëþäñüêèõ iäåé. Öå âðàæàþ÷èé
çàïîâiò òîìó, íà ùî çäàòíèé çâè÷àéíèé âòiëåíèé ëþäñüêèé ðîçóì, êîëè
âií ïîìíîæåíèé òâîð÷èìè çóñèëëÿìè ìiëüéîíiâ ïðîòÿãîì òèñÿ÷îëiòü.
Ïîðòðåò ìàòåìàòèêè ìà¹ ëþäñüêå îáëè÷÷ÿ.�

∗

×àíäëåð Äåâiñ âèêëàâ äåÿêi ïîãëÿäè íà ìàòåìàòèêó ç òî÷êè çîðó ìàòåðiàëiñòà.
Çãiäíî ç íèìè ñóïåðå÷ëèâî áóòè îäíî÷àñíî ìàòåìàòèêîì i ìàòåðiàëiñòîì (âñóïåðå÷
éîãî âëàñíîìó ïîäâiéíîìó ñòàòóñó), òîìó ùî ïåðøèé ñòâåðäæó¹ ñïðàâäæóâàíiñòü
ïåâíèõ òâåðäæåíü ïðî àáñòðàêòíi ìàòåìàòè÷íi îá'¹êòè, ÿêi ¹ âèòâîðàìè ëþäñüêîãî
ðîçóìó, â òîé ÷àñ ÿê çàïåðå÷ó¹, ùî ìèñëåííi ïîáóäîâè ìàþòü iñíóâàííÿ, íåçàëåæíå
âiä ëþäñüêî¨ ðåàëüíîñòi. ßê ìàòåìàòèê, âií ðîçãëÿäà¹ ìàòåìàòè÷íó äiÿëüíiñòü ÿê
ïåðâiñíó i, éìîâiðíî, îñòàòî÷íî çîñåðåäæåíó íà àáñòðàêòíèõ îá'¹êòàõ: îñêiëüêè öi
îá'¹êòè, î÷åâèäíî, íå ìàþòü ôiçè÷íîãî iñíóâàííÿ, ìàòåðiàëiñò áóâ áè çîáîâ'ÿçàíèé
âiäêèíóòè ¨õ, ÿê õèìåðè÷íi. Ó òàêîìó âèïàäêó ïðî ùî ìàòåìàòèê ìà¹ ïåâíå çíàííÿ?

Äåâiñ âêàçó¹, ùî íà ïðîòèâàãó òîìó, ùî ðåêîìåíäó¹ ìàòåðiàëiñò, ìàòåìàòèê øó-
êà¹ òåîðiþ, íå ïðèâ'ÿçóþ÷è ¨¨ äî ïðàêòèêè. Òîáòî �ìàòåìàòèêà ¹ êàáiíåòíîþ íàóêî-
þ�. Àëå öå ìîæíà çàõèñòèòè i, íàñïðàâäi, íåìèíó÷å, òîìó ùî, îñêiëüêè ìàòåìàòèêà
�ðîáèòü ìîæëèâèìè äîâãi ëàíöþæêè ìiðêóâàíü, âîíà ìà¹ òåíäåíöiþ äî âèäîâæóâà-
ííÿ ïðîìiæêiâ, ç ÿêèìè òåîðåòèê, íàâiòü ÿêùî âií áàæà¹ çâåðòàòèñÿ äî ïðàêòèêè,
çíàõîäèòèìèìå ïðèðîäíèì ðîáèòè òàê.� Ç iíøîãî áîêó, ÿê ïðàâèëüíî âêàçó¹ Äåâiñ,
�çàïåðå÷óþ÷è àâòîðèòåò åñïåðèìåíòó, ìàòåìàòèêà ðèçèêóâàòèìå áiëüøå, íiæ iíøi
íàóêè, âòå÷åþ âiä ðåàëüíîñòi.�

ßê ìàòåðiàëiñò, Äåâiñ ðîçãëÿäà¹ îíòîëîãi÷íèé ñòàòóñ ìàòåìàòè÷íèõ ñóòíîñòåé
ÿê ãîëîâíó ïðîáëåìó. Âií çàóâàæó¹, ùî ìàòåìàòè÷íi îá'¹êòè ïðåäñòàâëåíi ñèíòà-
êñè÷íî iìåííèêàìè i ïðîäîâæó¹ ïîðiâíÿííÿ ìiæ ñïîñîáàìè, ÿêèìè iìåííèêè âè-
êîðèñòîâóþòüñÿ ó çâè÷àéíié ìîâi i â ìàòåìàòèöi. Îñêiëüêè äåÿêi iìåííèêè íå ¹
íàçâàìè îá'¹êòiâ, âií îáìåæó¹ óâàãó äî �òèõ iìåííèêiâ ó çàãàëüíié ìîâi, ÿêi âèêî-
ðèñòîâóþòüñÿ, ÿê iñíóþ÷i àáî ïðèíàéìíi ÿê ãiïîòåòè÷íi îá'¹êòè.� Äåâiñ çàÿâëÿ¹,
ùî �ìàòåìàòè÷íèé îá'¹êò � öå áóäü-ùî, ïðî ùî ìîæíà êîðèñíî ãîâîðèòè îäíàêî-
âèì ñïîñîáîì � ëîãi÷íî, à òàêîæ ñèíòàêñè÷íî � ó ìàòåìàòè÷íîìó ìiðêóâàííi,� i ùî
�ìàòåìàòè÷íå iñíóâàííÿ � öå êîðèñíiñòü â ðîëi iìåíi iñíóþ÷îãî îá'¹êòà ó ìàòåìàòè-
÷íîìó ìiðêóâàííi.�

Òðåáà çàóâàæèòè, ùî öå îçíà÷åííÿ íå âèäà¹òüñÿ äóæå êîðèñíèì, òîìó ùî âîíî
ïðîñòî çàìiíÿ¹ òåðìií �iñíó¹� ôðàçîþ �íàçèâàííÿ iñíóþ÷îãî îá'¹êòà�. Äåâiñ çðî-
áèâ íåíàáàãàòî áiëüøå, íiæ îòîòîæíèòè ïðàâèëüíî ñèíòàêñè÷íó êàòåãîðiþ, ó ÿêié
ïðèïèñóâàòè iìåíà ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ; ïðîáëåìà, ÿêi ç öèõ iìåí ìàþòü äié-
ñíi çíà÷åííÿ, íå ðîçâ'ÿçàíà. Äåâiñ âêàçó¹, ùî ïðîáëåìà iñíóâàííÿ â ìàòåìàòèöi
ïîñòà¹ ñåðéîçíî òiëüêè êîëè ïðàöþþòü iç òåîðiÿìè, ÿêi íå ìàþòü ñêií÷åííèõ ìî-
äåëåé. (Öå, éìîâiðíî, òàê, òîìó ùî ñêií÷åííi ìîäåëi �ôiçè÷íî ðåàëiçîâíi� i òîìó
òåðìiíè â òåîðiÿõ, ùî âîëîäiþòü ñêií÷åííèìè ìîäåëÿìè ñèëîþ ñàìîãî ôàêòó çà-
äîâîëüíÿþòü óìîâó áóòè �iìåíàìè iñíóþ÷èõ îá'¹êòiâ�.) Êðiì öüîãî, ó òåîðiÿõ, ùî

25



âîëîäiþòü ñêií÷åííèìè ìîäåëÿìè, ìîæíà âèñíóâàòè äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ áàæàíîãî
ñòóïåíÿ âèçíà÷åíîñòi, ìiðêóþ÷è ïðî òå, ùî áè ñòàëîñÿ, ÿêáè ìè ïðîâîäèëè âè÷åð-
ïíèé ïîøóê ÷åðåç åëåìåíòè ìîäåëi. �Ìiðêóâàííÿ òîãî ñàìîãî ñîðòó,� êàæå Äåâiñ,
�ÿêå çàñòîñîâàíå äî âèïàäêiâ, äå ïîøóê íåìèñëèìèé, íåîá ðóíòîâàíå.� (Çâè÷àéíî,
öå êîíñòðóêòèâiñòñüêà ïîçèöiÿ.)

Òðåáà , îäíàê, âêàçàòè, ùî áàãàòî (iíôiíiòàðíî¨) ìàòåìàòèêè íå ïðî ïðîöåäó-
ðè íåñêií÷åííîãî ïîøóêó. Íàïðèêëàä, äîâåäåííÿ iñíóâàííÿ íåâèìiðíî¨ çà Ëåáåãîì
ìíîæèíè ïðèéìà¹ ÿê çàäàíó àêñiîìó âèáîðó: ÿê òiëüêè âîíà ïðèéíÿòà, äîâåäåííÿ
íå ìà¹ íi÷îãî ñïiëüíîãî iç �íåñêií÷åííèìè ïîøóêàìè�. Çàãàëîì òâåðäæåííÿ iñíó-
âàííÿ ïðî íåñêií÷åííi ñòðóêòóðè íi÷îãî íå ãîâîðÿòü ïðî ìîæëèâiñòü ôàêòè÷íîãî
âèêîíàííÿ ïîøóêó i íå ðîçðàõîâàíi íà öå.

Äåâiñ ïiäíiìà¹ ïèòàííÿ ùîäî òîãî, ÷îìó ìàòåìàòèêè ñõèëèëèñÿ äî iãíîðóâàííÿ
ïèòàíü îñíîâ i, çîêðåìà, ÷îìó ìàòåìàòèêè (íà éîãî äóìêó) ïðîñòî ïðèâ'ÿçàëèñÿ äî
ïëàòîíiçìó, íåçâàæàþ÷è íà éîãî î÷åâèäíó àáñóðäíiñòü. Âií ïîäà¹ äâi ãîëîâíi ïðè-
÷èíè: âèçíàííÿ ðóéíiâíî¨ ïðèðîäè iíòó¨öiîíiñòñüêî¨ êðèòèêè i íåïîòðiáíiñòü îñíîâî-
ïîëîæíèõ ïèòàíü äëÿ ùîäåííî¨ ïðàêòèêè ìàòåìàòèêiâ. Ïîäiáíî äî Åððåòà Áiøîïà,
Äåâiñ ââàæà¹, ùî �êëàñè÷íó� ìàòåìàòèêó, íàïðèêëàä, ÷èñëåííÿ ëèøêiâ Êîøi, áóëî
áè íàéêðàùå çâiëüíèòè âiä �çàéâîãî áàãàæó�, ïîäiáíîãî äî äåäåêiíäîâî¨ ïîáóäîâè
äiéñíèõ ÷èñåë, òåîðåìè Ãåéíå-Áîðåëÿ òà ií. Àëå íà âiäìiíó âiä êîíñòðóêòèâiñòiâ
Äåâiñ íå âêàçó¹, ùî ïîâèííî çàìiíèòè ¨õ.

Äåâiñ ñòâåðäæó¹, ùî (ïåâíà) ìàòåìàòèêà ôîðìóëþ¹ òâåðäæåííÿ ïðî îá'¹êòèâíó
ðåàëüíiñòü. Âií çàñóäæó¹ ìiñòèôiêàöiþ ìàòåìàòèêè i ¨¨ ïiäíÿòòÿ äî ïåâíîãî âèäó
ðåëiãiéíîãî êóëüòó. Âií ñõâàëüíî öèòó¹ Åíãåëüñà:

�×èñòà ìàòåìàòèêà ìà¹ ñâî¨ìè îá'¹êòàìè ïðîñòîðîâi ôîðìè i êiëüêiñíi
ñïiââiäíîøåííÿ äiéñíîãî ñâiòó.�

I òàê ñàìî ñõâàëüíî öèòó¹ Äiðêà Ñòðóéêà:

�âíóòðiøíÿ iñòèíà [ìàòåìàòè÷íèõ òâåðäæåíü] âèïëèâà¹ iç òîãî ôàêòó,
ùî âîíè ïðåäñòàâëÿþòü îá'¹êòèâíi âiäíîøåííÿ ó ìàòåðiàëüíîìó ñâiòi,
ÿêi äîñëiäæóþòüñÿ ñòîñîâíî ¨õ âëàñíî¨ ëîãiêè, ¨õ âëàñíîãî ðîçâèòêó i ¨õ
âíóòðiøíiõ ñïiââiäíîøåíü.�

Îäíàê íà âiäìiíó âiä Äåâiñà, ÿêèé ðîçãëÿäà¹ ìàòåìàòè÷íi òâåðäæåííÿ
ãîëîâíèì ÷èíîì ÿê ïðî îá'¹êòè, Åíãåëüñ i Ñòðóéê, çäà¹òüñÿ, êàæóòü,
ùî öi òâåðäæåííÿ ñòîñóþòüñÿ ôîðì i âiäíîøåíü, ùî íå ¹ òèì ñàìèì,
ùî é îá'¹êòè. (Ä.Áåëë äóìàâ, ùî ìîãëî áè áóòè ìîæëèâî âèïðàâäàòè
òðàíñôiíiòíó ìàòåìàòèêó â òåðìiíàõ ìîæëèâèõ âiäíîøåíü ñåðåä ìàòå-
ðiàëüíèõ îá'¹êòiâ, õî÷à öi âiäíîøåííÿ ôiçè÷íî íàâiòü íå iñíóþòü, àëå
âiäìîâèâñÿ âiä öi¹¨ ïîçèöi¨.)

Äåâiñ âèñóâà¹ êðèòåðié �õîðîøî¨� ìàòåìàòèêè: �Õîðîøà ÷àñòèíà ìàòå-
ìàòèêè ïîòåíöiéíî êîðèñíà ó çäiéñíåííi ôàêòè÷íèõ òâåðäæåíü ïðî îá'-
¹êòèâíèé ñâiò.� (Ñìiøíî, ùî òî÷íî òàêå ñàìå âèçíà÷åííÿ çà Ã.Õàðäi
÷àñòèíè �ïîãàíî¨� ìàòåìàòèêè.) Äåâiñ âèçíà¹, ùî öåé êðèòåðié âàæêî
çàñòîñîâóâàòè, àëå ïðîñèòü, ùîá âií ïðàöþâàâ ïðåôåðåíöiéíî � òàêèì
ñïîñîáîì, ùîá �âiääàâàòè ïåðåâàãó îäíié ÷àñòèíi ìàòåìàòèêè ïåðåä ií-
øîþ.�
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Áåëë çíàõîäèòü öåé ðåàëiñòè÷íèé ïiäõiä äî ìàòåìàòèêè ïî ñóòi ïðèâàáëèâèì,
àëå äóìà¹, ùî ïîãëÿä Äåâiñà ùîäî òîãî, ùî óòâîðþ¹ îá'¹êòèâíó ðåàëüíiñòü, ¹ çà-
íàäòî âóçüêèì. Íà éîãî ïîãëÿä �äiéñíèé� ñâiò ìiñòèòü íå òiëüêè îá'¹êòè ó ðîçóìií-
íi, â ÿêîìó Äåâiñ âèêîðèñòîâó¹ öåé òåðìií, àëå òàêîæ âiäíîøåííÿ i âëàñòèâîñòi.
Ùîïðàâäà, îñòàíí¹ ìåíø áåçïîñåðåäí¹, íiæ ìàòåðiàëüíi îá'¹êòè àáî ðîçïiçíàâàíi
÷àñòèíêè, àëå, ìîæëèâî, íå ìåíø äiéñíå � ïðèíàéìíi äëÿ íàñ. Ìiðà, äî ÿêî¨ âiäíî-
øåííÿ i âëàñòèâîñòi ìîæíà óÿâëÿòè ÿê ùîñü ìàòåðiàëüíå, òîáòî òëóìà÷èòè òàê,
íiáèòî âîíè ¹ îá'¹êòàìè, ¹ öåíòðàëüíîþ ïðîáëåìîþ â îñíîâàõ ìàòåìàòèêè, ÿêié
Äåâiñ ïðèäiëÿ¹ íåäîñòàòíþ óâàãó.

Äåâiñ óìîâëÿ¹ âñiõ âiäêèíóòè òå, ùî âií íàçèâà¹ �ïëàòîíiñòñüêèì àáñóðäîì� i íà-
ïîëÿãà¹, ùî �äîâîäè, ÿêi òðàêòóþòü íåñêií÷åííi ìíîæèíè ðîçðiçíþâàíèõ îá'¹êòiâ,
ÿê ñïðàâæíi i ìàíiïóëüîâíi, íå íåñóòü âïåâíåíîñòi...� Ç iíøîãî áîêó, âií âiäêèäà¹
òå, ùî íàçèâà¹ �äîêòðèíîþ Êðîíåêåðà-Áðàóåðà-Áiøîïà, ùî ñòâîðåíi ðóêàìè ëþäåé
òåîði¨ ìîæóòü çiéòè íà íåáåñà òiëüêè äîâiâøè ¨õí¹ áîæåñòâåííå ïîõîäæåííÿ âiä
öiëèõ.� Âií ïðèéìà¹ ìàòåìàòè÷íèé êîíòèíóóì, àëå âiäêèäà¹ �ìíîæèíó âñiõ ïiä-
ìíîæèí íåçëi÷åííî¨ íåñêií÷åííî¨ ìíîæèíè� íà òié ïiäñòàâi, ùî ¨¨ ìàéæå íàïåâíî
íiêîëè íå ìîæíà áóäå âèêîðèñòàòè ó �õîðîøié� ÷àñòèíi ìàòåìàòèêè. Âií äóìà¹, ùî
òàêi �÷óäîâèùà� âèíèêàþòü ÿê íàñëiäîê âèêîíàííÿ ðîçóìîâèõ ìàíiïóëÿöié ñîðòó-
âàííÿ i ïiäðàõóíêó ìíîæèí, äå âîíè íåâiäïîâiäíi.

Îäíàê òðåáà çàçíà÷èòè, ùî öåé êðèòèöèçì âòðà÷à¹ ñèëó, êîëè ïiäìíîæèíè ðîç-
ãëÿäàþòüñÿ ÿê âëàñòèâîñòi. Êðiì òîãî, îñêiëüêè òåîðiÿ ìíîæèí ìà¹ çëi÷åííi ìîäå-
ëi, öiëêîì ìîæëèâî, ùî àáñòðàêòíi âëàñòèâîñòi, âêëþ÷åíi â òåîðiþ ìíîæèí, ìàþòü
áiëüø êîíêðåòíå âòiëåííÿ. À öå ñàìå òàê, ÿêùî ¹ (çëi÷åííî) íåñêií÷åííî áàãàòî
îá'¹êòiâ ó ôiçè÷íîìó âñåñâiòi, ÿê ïðèïóñêà¹òüñÿ, íàïðèêëàä, ó íüþòîíiâñüêié êî-
ñìîëîãi¨.

Ïîçèöiÿ Áåëëà ùîäî ìàòåðiàëiçìó Äåâiñà òàêà. Âií ðiøó÷å ïiäòðèìó¹ ïîãëÿä,
ùî ìàòåìàòèêà (àáî ïðèíàéìíi õîðîøà ìàòåìàòèêà) ãîâîðèòü ùîñü ïðî îá'¹êòèâíó
ðåàëüíiñòü. Àëå �ñèðiñòü� äåâiñîâîãî ìàòåðiàëiçìó ïðèâîäèòü éîãî äî ïðèéíÿòòÿ
çàíàäòî âóçüêîãî ïîãëÿäó íà òå, ùî óòâîðþ¹ îá'¹êòèâíèé ñâiò, i çâiäñè, ùî óòâîðþ¹
õîðîøó ìàòåìàòèêó. Âií ìà¹ ðàöiþ, êðèòèêóþ÷è ïëàòîíiñòñüêó ìàòåðiàëiçàöiþ ÿê
áåçãëóçäó, ÿêùî ñïðèéìàòè ¨¨ áóêâàëüíî. Ç iíøîãî áîêó âií, çäà¹òüñÿ, äîçâîëÿ¹
ìàòåðiàëiçàöiþ êîíöåïöié, êîëè âîíè çäàòíi áóòè êîðèñíèìè â îïèñi äiéñíîãî ñâiòó.
Àëå âií íå ïîäà¹ íiÿêîãî ïîÿñíåííÿ öüîãî.

∗

Ì.Ìàõîâåð çàäiÿâ iäåþ ìàòåðiàëiçàöi¨ ó ïiäõîäi äî îñíîâ ìàòåìàòèêè. Âií êàæå:

�Ìàòåìàòè÷íà äiÿëüíiñòü ¹ ñîöiàëüíîþ; àëå âîíà ñîöiàëüíà ëèøå ó ïåâ-
íîìó ñïåöèôi÷íîìó ðîçóìiííi. Âîíà íå ¹ âèäîì ñîöiàëüíî¨ ãðè, ó ÿêié âñi
ãðàâöi ôàêòè÷íî ïðèñóòíi â òîé ñàìèé ÷àñ i â îäíîìó ìiñöi i çàéìàþòüñÿ
áóêâàëüíî ñïiëüíîþ ãðîìàäñüêîþ äiÿëüíiñòþ. Äëÿ áóäü-ÿêîãî ìàòåìà-
òèêà áiëüøiñòü ìàòåìàòèêè, ÷åðåç ÿêó âií ïðîõîäèòü, ìà¹ ìiñöå ñïåðøó
íå â éîãî âëàñíîìó ðîçóìi i íàâiòü íå â éîãî âëàñíié ïðèñóòíîñòi, à òàê,
íiáèòî öå âiäáóâàëîñÿ çà éîãî ñïèíîþ, i ïiçíiøå � äåêîëè çíà÷íî ïiçíiøå
� ïîäàíî éîìó ÿê çðîáëåíà ñïðàâà ÷åðåç ðiçíi êàíàëè îáìiíó. Õî÷à ìà-
òåìàòèêà â îñíîâi ¹ (àáî ïî÷èíà¹ iç) êîíñòðóêòèâíîþ äiÿëüíîñòþ, âîíà
íå ¹ çàãàëîì äiÿëüíiñòþ, ó ÿêié ÿ áåðó ó÷àñòü áåçïîñåðåäíüî. Ó áiëüøî-
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ñòi âèïàäêiâ ÿ ñòèêàþñÿ ç êiíöåâèì ïðîäóêòîì, ÿêèé òîìó ìà¹ òåíäåí-
öiþ ïðèïóñêàòè ëè÷èíó ÷îãîñü îá'¹êòèâíîãî, ìàéæå ÿê îá'¹êò ïðèðîäè.
Ñïðîáà ìàòåðiàëiçàöi¨ ìàéæå íåçäîëàííà. Çâè÷àéíî, ñïðîáà � íå òå ñà-
ìå, ùî ïiäòâåðäæåííÿ. ×è ìîæíà äàòè ïiäòâåðäæåííÿ? ß ââàæàþ, ùî
ìîæíà. ß íå ïðåòåíäóþ íà çíàííÿ âñiõ ìîæëèâèõ ïiäòâåðäæåíü, àëå
âiðþ, ùî ìîæå áóòè áiëüøå íiæ îäíå, i íà ðiçíèõ ðiâíÿõ. Îñü îäèí iç
ñïîñîáiâ, ÿê öå ìîæíà çðîáèòè. Ïî÷íåìî iç ïåâíîãî òèïó ñõåìàòè÷íî¨
ïîáóäîâè. (ß ñèëüíî âiðþ, ùî âñÿ ìàòåìàòèêà ðîçïî÷èíà¹ iç ïîáóäîâè,
ïî÷èíà¹ ÿê ñõåìàòè÷íà ïîáóäîâíà äiÿëüíiñòü.) Íà öüîìó åòàïi êîæíà
ïðîïîçèöiÿ ¹ òâåðäæåííÿì, ùî ñòâåðäæó¹ çäiéñíåííiñòü òàêî¨-òî ïîáó-
äîâè. Äîâåäåííÿ òàêî¨ ïðîïîçèöi¨ ïîëÿãà¹ ó ïîêàçi òîãî, ÿê âèêîíàòè
ïîáóäîâó òîãî ñîðòó, ÿêèé ïîáóäîâà ñòâåðäæó¹ çäiéñíåííèì, i ïîêàçi,
ùî îïèñàíà ïîáóäîâà ñïðàâäi ¹ ïîòðiáíîãî ñîðòó. Öi ïðîïîçèöi¨ ñòàþòü
ïðèíàéìíi ÷àñòêîâî ôîðìàëiçîâàíèìè. (Âñÿ ìàòåìàòèêà ñòà¹ ïðèíàéìíi
÷àñòêîâî ôîðìàëiçîâàíîþ òiëüêè ó ôðàãìåíòi ïðèðîäíî¨ ìîâè. Öå âèäà-
¹òüñÿ îäíèì iç ïðàâèë ãðè; ìîæëèâî, âîíà ìà¹ ñïðàâó iç ñõåìàòè÷íîþ
ïðèðîäîþ ïîáóäîâ.)

Òîé ôàêò, ùî ìè âñå ùå íà êîíñòðóêòèâíîìó åòàïi, îçíà÷à¹, ùî ëîãi-
êà, ÿêà êåðó¹ íàøèì äèñêóðñîì, ¹ êîíñòðóêòèâíîþ (iíòó¨öiîíiñòñüêîþ)
ëîãiêîþ. Õî÷à íàøà ìàòåìàòèêà âæå ôîðìàëiçîâàíà � ÷àñòêîâî àáî íà-
âiòü ïîâíiñòþ � âîíà íå áåççìiñòîâíà. Íàâïàêè, ôîðìàëiçàöiÿ ¹ ïðîñòî
iíñòðóìåíòîì òî÷íîñòi. Ïîñòóëàòè, ÿêi ìè âèêîðèñòîâó¹ìî, íi â ÿêîìó
âèïàäêó íå ¹ äîâiëüíèìè ñòði÷êàìè ñèìâîëiâ, íi íåÿâíèìè îçíà÷åííÿìè
ãiïîòåòè÷íèõ ñóòíîñòåé. Âîíè ¹ ïîñòóëàòàìè ó ñòàðîìó òðàäèöiéíîìó
ðîçóìiííi: ñàìîî÷åâèäíi iñòèíè ïðî ïîáóäîâè, iç ÿêèìè ìè ìà¹ìî ñïðà-
âó. Ñóìiñíiñòü  àðàíòîâàíà çà óìîâè, ùî íàì âäàëîñÿ ñõîïèòè ïðàâèëüíî
â íàøié iíòó¨öi¨ ïåâíi îñíîâíi ôàêòè ïðî öi ïîáóäîâè. Çâè÷àéíî, ìè çà-
ãàëîì íå ìîæåìî áóòè ïåâíèìè ó öüîìó, àëå äîñâiä i óâàæíå ìiðêóâàííÿ
ìîæóòü âèïðàâèòè ïîìèëêè, ÿêùî òàêi ¹. Äîâåäåííÿ ñóìiñíîñòi � äî òi¹¨
ìiðè, ùî ìè ìîæåìî éîãî äiñòàòè � íà öüîìó åòàïi íåïîòðiáíå, ùîá ïå-
ðåêîíàòè íàñ â ñóìiñíîñòi (ñïðàâäi, ìè çíà¹ìî, ùî òàêå äîâåäåííÿ ìîæå
çàãàëîì áóòè ìåíø ïåðåêîíëèâèì, íiæ ïðÿìå ñïîñòåðåæåííÿ, ùî  ðóí-
òó¹òüñÿ íà êîíñòðóêòèâíîìó ðîçóìiííi ïîñòóëàòiâ), àëå ìîæå áóòè äóæå
ïðîÿñíþþ÷èì i iíôîðìàòèâíèì. Íàïðèêëàä,  åäåëåâå äîâåäåííÿ ñóìi-
ñíîñòi äëÿ ãåéòií îâî¨ àðèôìåòèêè (äîâåäåííÿ �Äiàëåêòèêà�) ïîêàçó¹,
ùî ¹ àëüòåðíàòèâíà iíòåðïðåòàöiÿ öi¹¨ òåîði¨ â òåðìiíàõ ïðèìiòèâíî-
ðåêóðñèâíèõ ôóíêöiîíàëiâ ñêií÷åííîãî ïîðÿäêó (ðàäøå íiæ äîâiëüíèõ
êîíñòðóêòèâíèõ ôóíêöiîíàëiâ).

Òåïåð íàñòóïíèé åòàï. � íèçêà �âiðíèõ ïåðåêëàäiâ� iç êëàñè÷íî¨ íà ií-
òó¨öiîíiñòñüêó ëîãiêó òàêèõ, ùî ÿêùî Φ � ìíîæèíà ôîðìóë i Φ∗ � ¨õíi
ïåðåêëàäè, òî Φ ñóìiñíà ó êëàñè÷íié ëîãiöi, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî Φ∗ ñó-
ìiñíà â iíòó¨öiîíiñòñüêié ëîãiöi. ßêùî ÷ëåíè Φ∗ âèÿâëÿþòüñÿ òåîðåìàìè
íàøî¨ êîíñòðóêòèâíî¨ òåîði¨, òî Φ êëàñè÷íî ñóìiñíà, i ìîæíà âçÿòè Φ
ÿê ìíîæèíó ïîñòóëàòiâ äëÿ êëàñè÷íî¨ òåîði¨, ó ÿêié âèêîðèñòîâó¹ìî çà-
êîí âèêëþ÷åíîãî òðåòüîãî, ðîçãëÿäà¹ìî òâåðäæåííÿ åêâiâàëåíòíèì äî
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éîãî ïîäâiéíîãî çàïåðå÷åííÿ, îòîòîæíþ¹ìî ∃x iç ¬∀x¬ i ò.ií. Öå îçíà-
÷à¹, ùî ìîæíà áåçïå÷íî òëóìà÷èòè íàøi çìiííi ÿê òàêi, ùî ïðîáiãàþòü
ïîâíó öiëiñíiñòü îá'¹êòiâ � òîáòî ìîæåìî ìàòåðiàëiçóâàòè. Òîìó ùî, ãî-
âîðÿ÷è òåõíi÷íî, ìàòåðiàëiçàöiÿ çâîäèòüñÿ íi äî ÷îãî iíøîãî, ÿê äî
âèêîðèñòàííÿ êëàñè÷íî¨ ëîãiêè. Îíòîëîãiÿ, ÿêà ñóïðîâîäæó¹ öå, íå ¹
òåõíi÷íî íåîáõiäíà, àëå äîñòàòíüî áåçïå÷íà (îñêiëüêè ìè ìîðàëüíî ïåâ-
íi, ùî âèêîðèñòàííÿ êëàñè÷íî¨ ëîãiêè òóò áåçïå÷íå) i íà ïðàêòèöi ¹ äóæå
êîðèñíèì ÿêîðåì äëÿ íàøî¨ iíòó¨öi¨.

Öi ïîêëàäåíi â îñíîâó îá'¹êòè ìîæóòü ìàòè ñiìåéíó ïîäiáíiñòü àáî ñi-
ìåéíèé çâ'ÿçîê iç ïîáóäîâàìè, ç ÿêèõ ìè ðîçïî÷àëè, à ìîæóòü i íå ìàòè.
Ïîâåðõíåâî öÿ ïðîãðàìà, çäà¹òüñÿ, íàãàäó¹ ôîðìàëiçì, ïðîñòî çàìiíþ-
þ÷è ôiíiòàðíó ìåòàìàòåìàòèêó êîíñòðóêòèâiñòñüêîþ ìåòàòåîði¹þ. Àëå
¹ äâi æèòò¹âî âàæëèâi ðiçíèöi. Ïî-ïåðøå, òóò êëàñè÷íà (ïëàòîíiñòñüêà)
ìàòåìàòèêà áiëüøå íå ¹ áåççìiñòîâíîþ, à iíòåðïðåòîâíîþ ó êîíñòðóêòèâ-
íèõ òåðìiíàõ. Ïî-äðóãå, öÿ ïðîãðàìà íå âðàæà¹òüñÿ  åäåëåâîþ äðóãîþ
òåîðåìîþ ïðî íåïîâíîòó. Òîìó ùî öÿ òåîðåìà, çâè÷àéíî, íå çàâàæà¹
äîâåäåííþ (íàâiòü ñêií÷åííîìó) ñóìiñíîñòi êëàñè÷íî¨ òåîði¨ ùîäî êîí-
ñòðóêòèâíî¨ òåîði¨. I íàøà âiðà â (àáñîëþòíó) ñóìiñíiñòü îñòàííüî¨ íå
âèñèòü íà ñêií÷åííîìó äîâåäåííi ñóìiñíîñòi.

Î÷åâèäíèì ïðèêëàäîì òàêî¨ ïðîöåäóðè ¹ îäåðæàííÿ àðèôìåòèêè Ïåàíî
iç àðèôìåòèêè �åéòií à. Ñïðàâæiíì òðióìôîì áóëî áè îäåðæàòè ïîäi-
áíèì ñïîñîáîì îäíó iç çâè÷àéíèõ êëàñè÷íèõ òåîðié ìíîæèí iç äîñòàòíüî
ïåðåêîíëèâî¨ êîíñòðóêòèâíî¨ òåîði¨, ùî ìà¹ ñïðàâó iç ïiäõîäÿ÷îþ ñiì'-
¹þ ïîáóäîâ, ÿêi ìîæóòü ìàòè àáî ìîæóòü i íå ìàòè äåÿêó iíòó¨òèâíó
ïîäiáíiñòü äî ìíîæèí. Äåÿêèé ïðîãðåñ ó öüîìó íàïðÿìi âæå çðîáëåíèé.

Ãîâîðÿ÷è áiëüø àáñòðàêòíî, ÿ áè õîòiâ çàïðîïîíóâàòè, ùî öåé ïðîöåñ,
ìîæëèâî, ìîæå áóòè iòåðîâàíèé. Ðîçïî÷èíàþ÷è iç âæå ìàòåðiàëiçîâàíî¨
îíòîëîãi¨, ìîæíà ðîçãëÿäàòè ïðîöåäóðè, ÿêi êîíñòðóêòèâíi ùîäî îá'¹-
êòiâ òî¨ îíòîëîãi¨ (íàïðèêëàä, òàê çâàíi ðåêóðñèâíi îïåðàöi¨ íà ìíî-
æèíàõ, ÿêi ñàìi ìîæóòü áóòè íåêîíñòðóêòèâíèìè). Ïîòiì ìîæíà íàìà-
ãàòèñÿ ìàòåðiàëiçóâòè öi ïîáóäîâè.

Ìîæóòü áóòè iíøi íàäiéíi ñïîñîáè, ÿêèìè ìàòåðiàëiçàöiþ ó ìàòåìàòèöi
ìîæíà îá ðóíòóâàòè. ßê áàãàòî êëàñè÷íî¨ ìàòåìàòèêè ìîæíà âiäíîâè-
òè òàêèì ñïîñîáîì - öå ïèòàííÿ, íà ÿêå íå ìîæíà âiäïîâiñòè íàïåðåä.
Àëå ìî¹ âëàñíå âiä÷óòòÿ, ùî áóäü-ÿêà ïîðöiÿ êëàñè÷íî¨ ìàòåìàòèêè, ÿêà
öiëêîâèòî îïèðà¹òüñÿ òàêîìó çâåäåííþ, ìîæëèâî, íå âàðòà óòðèìàííÿ.'

∗

Êðåéçåëü i Êðiâií âèñóâàþòü ïîãëÿä, ùî �Âèâ÷åííÿ îñíîâ ïîâ'ÿçàíå iç îïèñîì
i àíàëiçîì òàê çâàíî¨ 'iíòó¨òèâíî¨' àáî 'íåôîðìàëüíî¨' ìàòåìàòèêè, òîáòî ìàòåìà-
òèêè, ÿê âîíà ðîçóìi¹òüñÿ çâè÷àéíèìè ïðàöþþ÷èìè ìàòåìàòèêàìè.� Öåé êâàçi-
ñîöiîëîãi÷íèé ïîãëÿä ïiäòðèìó¹òüñÿ òâåðäæåííÿì, ùî îïèñîâà ÷àñòèíà ïðåäìåòà
âêëþ÷à¹ ïåðåôîðìóëþâàííÿ íåôîðìàëüíî¨ ìàòåìàòèêè íà ôîðìàëüíó ìîâó, íà-
ïðèêëàä (àëå íå íåîáõiäíî) òåîðiþ ìíîæèí.
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�Âèâ÷åííÿ îñíîâ âëàñòèâî ïîâ'ÿçàíå iç ïèòàííÿìè, ùî ìîæóòü âèìàãàòè
ðîçãëÿäó, äîñòàòíüî âiäìiííîãî çà õàðàêòåðîì âiä çâè÷àéíî¨ ìàòåìàòè-
êè. Çîêðåìà, â îñíîâàõ ìè íàìàãà¹ìîñÿ çíàéòè òåîðåòè÷íi ðàìêè, ùî
äàþòü çìîãó ñôîðìóëþâàòè õîðîøi ïðè÷èíè äëÿ îñíîâíèõ ïðèíöèïiâ,
ïðèéíÿòèõ ó ìàòåìàòè÷íié ïðàêòèöi, íàòîìiñòü ñàìà ìàòåìàòèêà ïîâ'ÿ-
çàíà ëèøå iç âèñíîâóâàííÿì iç öèõ ïðèíöèïiâ.�

Çãiäíî ç öèì,
� ìåòîäè, âèêîðèñòîâóâàíi â îñíîâàõ, íåîáõiäíî âèõîäÿòü ïîçà ìåòîäè ìàòåìà-

òè÷íî¨ ïðàêòèêè: âiäêðèòòÿ íîâèõ êîíöåïöié i ïîòðiáíèõ ìåòîäiâ ìîæå âêëþ÷àòè
âiä÷óòíî ôiëîñîôñüêi ìiðêóâàííÿ, i, çîêðåìà, ÷èþñü êîíöåïöiþ ïðèðîäè ìàòåìàòè-
êè. ßêùî (1) äîòðèìóþòüñÿ ïîãëÿäó, ùî iíòó¨òèâíà ìàòåìàòèêà ñóòò¹âî ïîâ'ÿçàíà
iç ïåâíèìè (àáñòðàêòíèìè) îá'¹êòàìè, ïðèõîäÿòü äî �ðåàëiñòè÷íî¨� òåîði¨ öèõ îñíîâ-
íèõ îá'¹êòiâ: ó òàêié ñèñòåìi îñíîâ çíà÷åííÿ iíòó¨òèâíèõ òâåðäæåíü àíàëiçó¹òüñÿ â
òåðìiíàõ öi¹¨ òåîði¨ i ïðàâèëà ìiðêóâàíü âèâåäåíi iç çàêîíiâ, ÿêèì ïiäïîðÿäêîâóþ-
òüñÿ öi îñíîâíi îá'¹êòè. Îòîæ, ðåàëiñòè÷íi îñíîâè àíàëîãi÷íi äî òåîðåòè÷íî¨ ôiçè-
êè, ùî ïîÿñíþ¹ çâè÷àéíi ôiçè÷íi ÿâèùà â òåðìiíàõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ñêëàäíèêiâ
ôiçè÷íîãî ñâiòó (åëåìåíòàðíi ÷àñòèíêè ó ïîòî÷íié òåîði¨). Àëå ÿêùî (2) äîòðèìó-
þòüñÿ ïîãëÿäó, ùî ñóòü iíòó¨òèâíî¨ ìàòåìàòèêè ïîëÿãà¹ ó äîâåäåííi àáî, òî÷íiøå,
ðiçíèõ âèäàõ äîâåäåííÿ, ïðèõîäÿòü äî �iäåàëiñòè÷íî¨ ñèñòåìè îñíîâ, ùî ïîñèëàþ-
òüñÿ íà ñàìó ìàòåìàòè÷íó äiÿëüíiñòü.� [Êðåéçåëü òàêîæ çàçíà÷èâ, ùî êëàñè÷íà i
êîíñòðóêòèâiñòñüêà ìàòåìàòèêè âèêîðèñòîâóþòü ïiäõîäÿ÷i ìåòîäè, ùîá îïèñóâà-
òè ðiçíi ÷àñòèíè òîãî ñàìîãî ñâiòó (âiäïîâiäíî ìàòåìàòè÷íi îá'¹êòè i ìàòåìàòè÷íå
äîâåäåííÿ).]

ßê ïðèêëàä (1) âîíè çãàäóþòü òåîðåòèêî-ìíîæèííi ñåìàíòè÷íi îñíîâè i ÿê
ïðèêëàä (2) � êîìáiíàòîðíi ñèíòàêñè÷íi îñíîâè. (Iíøèì ïðèêëàäîì �iäåàëiñòè÷íè-
õ� îñíîâ, íå ó âèòîêàõ ÿâíî ïîâ'ÿçàíèì iç äîâåäåííÿì, ¹ áðàóåðiâñüêèé iíòó¨öiîíiçì.
Ùå îäíèì, ïiäòðèìàíèì çîêðåìà Ã.Âåéëåì, ¹ ãóññåðëiâñüêà ôåíîìåíîëîãiÿ.)

Ùî ñòîñó¹òüñÿ òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ îñíîâ, Êðåéçåëü i Êðiâií âêàçóþòü, ùî
êîíöåïöiÿ ìíîæèíè ïî÷àòêîâî ìiñòèëà ïåâíi äâîçíà÷íîñòi, ÿêi ìàëè áóòè óëàäíàíi
äî òîãî, ÿê âîíà ñòàíå ïðèéíÿòíîþ ÿê îñíîâîïîëîæíèé iíñòðóìåíò.

� Ïîíÿòòÿ ìíîæèíè çàïðîâàäæåíå ÿê ñèðà ñóìiø, ùî ìiñòèòü ïðèíàéìíi
3 ðiçíi åëåìåíòè. Ìíîæèíè ðîçãëÿäàëèñÿ:

1. ÿê ïðîñòi àíàëîãè ñêií÷åííèõ êîëåêöié (ïîíÿòòÿ, ÿêå, ÿê ïðèïóñêà-
ëîñÿ, áóëî çðîçóìiëèì), ùî çàäîâîëüíÿ¹ áiëüø-ìåíø òi ñàìi çàêîíè [öå
êîíöåïöiÿ ìíîæèíè, ïiäòðèìóâàíà Ìåéáåðði];

2. ÿê äîâiëüíi êîëåêöi¨ çàäàíî¨ êîëåêöi¨; öå çóñòði÷à¹òüñÿ ïîâñþäíî ó ìà-
òåìàòèöi (ìíîæèíè öiëèõ àáî ìíîæèíè òî÷îê; êîëåêöiÿ öiëèõ i êîëåêöiÿ
òî÷îê (äiñíi ÷èñëà) ïðèéìàþòüñÿ ïðàâèëüíî âèçíà÷åíèìè);

3. ÿê àáñòðàêöiÿ iç çàãàëüíiøîãî ïîíÿòòÿ âëàñòèâîñòi, ìíîæèíà ¹ êî-
ëåêöi¹þ îá'¹êòiâ, ÿêi ìàþòü çàäàíó âëàñòèâiñòü. (Îñêiëüêè âëàñòèâî-
ñòi, âèçíà÷åíi ðiçíèìè ñïîñîáàìè, ìîæóòü çàäîâîëüíÿòèñÿ òèìè ñàìèìè
îá'¹êòàìè, ïîíÿòòÿ ìíîæèíè òóò ðîçóìiþòü, ÿê iíâàðiàíò âëàñòèâîñòåé
[òîáòî âëàñòèâîñòi, òëóìà÷åíî¨ â îáñÿãó]). Ó ñàìié ìàòåìàòèöi ìàëî âè-
êîðèñòîâóþòü âëàñòèâîñòi, äëÿ ÿêèõ ìè íå ìà¹ìî íiÿêî¨ àïðiîðíî¨ ìåæi
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íà ñîðò îá'¹êòiâ, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ¨õ [îñü ÷îìó êàíòîðiâñüêà òåîðiÿ
ìíîæèí îáìåæó¹ óâàãó äî îáìåæåíèõ êîëåêöié]: àëå i â ëîãiöi, i ó ùî-
äåííîìó æèòòi òàêi âëàñòèâîñòi øèðîêî âèêîðèñòîâóþòüñÿ. Ïðèêëàäîì
¹ âëàñòèâiñòü áóòè íåïîðîæíiì (ÿêà, ìiæ iíøèì, çàñòîñîâó¹òüñÿ äî ñå-
áå ñàìî¨); àáî âëàñòèâiñòü áóòè ñèíiì; áî íàâiòü ÿêáè âîíà ìàëà ìåæó,
ìè âèêîðèñòîâó¹ìî öþ âëàñòèâiñòü áåç áóäü-ÿêî¨ ÿñíî¨ iäå¨ êëàñó ñèíiõ
ðå÷åé (ìèíóëèõ, òåïåðiøíiõ ÷è ìàéáóòíiõ).�

Êðè÷óùi ïîìèëêè (ñóïåðå÷íîñòi) ðiäêiñíi ó ìàòåìàòè÷íèõ âèêîðèñòàííÿõ ïî-
íÿòòÿ ìíîæèíè òîìó, ùî ó áóäü-ÿêîìó êîíêðåòíîìó âèâåäåííi îäíå iç öèõ ïîíÿòü
ìîâ÷êè ìà¹òüñÿ íà óâàçi. Ïiñëÿ âiäêðèòòÿ ïàðàäîêñó Ðàññåëà ñàì Ðàññåë i Öåð-
ìåëî ñôîðìóëþâàëè òå, ùî Ê&Ê íàçèâàþòü òî÷íèì ïîíÿòòÿì ìíîæèíè, òîáòî
òåîðåòèêî-òèïîâå ïîíÿòòÿ. Âåðñi¹þ Öåðìåëî öüîãî ¹ ñòðóêòóðà êóìóëÿòèâíîãî
òèïó (ñêò). Âîíà âèçíà÷à¹òüñÿ òàê. Ðîçïî÷èíà¹ìî iç äåÿêî¨ (ìîæëèâî ïîðîæíüî¨)
êîëåêöi¨ C0 iíäèâiäiâ, òîáòî îá'¹êòiâ, ÿêi íå ìàþòü íiÿêèõ ÷ëåíiâ. Ïîòiì äëÿ áóäü-
ÿêîãî îðäèíàëà α > 0 Cα =

∪
β<α

Cβ ∪PCβ , îá'¹äíàííÿ äëÿ âñiõ β < α ìíîæèí Cβ i

âñiõ ¨õíiõ ÷àñòèí. Êðiì îñíîâíèõ ëîãi÷íèõ îïåðàöié íà ìíîæèíàõ, òåïåð ïðèñóòíÿ
äîäàòêîâà îïåðàöiÿ P i ¨ ¨ iòåðàöiÿ äî òðàíñôiíiòíîãî α. [Ìîæíà çàïèòàòè, ÷è öi
äâi ïðîöåäóðè ñïðàâäi �òî÷íi�.] Iç-çà íåàáñîëþòíîñòi îïåðàöi¨ ñòåïåíåâî¨ ìíîæèíè
ìè ìîæåìî âèìàãàòè òiëüêè, ùîá âîíà áóëà ó äåÿêîìó ðîçóìiííi ðiâíîìiðíîþ íàä
öiëîþ i¹ðàðõi¹þ, òîáòî ùîá çíà÷åííÿ âèðàçó �âñi ÷àñòèíè x� áóëî íåçàëåæíèì âiä x.
Ó âèïàäêó iòåðàöi¨ iäåÿ iíäóêöi¨ ìóñèòü ÿêîñü áóòè ïðîäîâæåíà äî òðàíñôiíiòíîãî.
ßêùî âñå öå çàäàíî, òåîðåòèêî-ìíîæèííi àêñiîìè òîäi î÷åâèäíî iñòèííi äëÿ ñòðó-
êòóðè êóìóëÿòèâíîãî òèïó. Ìàòåìàòè÷íi îá'¹êòè ìîæíà îòîòîæíèòè ÿê ìíîæèíè
ó öié ñòðóêòóði, à ¨õíi âëàñòèâîñòi âñòàíîâëþþòüñÿ âèâåäåííÿì iç àêñiîì.]

Ó êîìáiíàòîðíèõ àáî �ôîðìàëiñòñüêèõ� îñíîâàõ îá'¹êòè, iç ÿêèìè ìàþòü ñïðàâó,
¹ ñêií÷åííèìè êîìáiíàöiÿìè êîíêðåòíèõ îá'¹êòiâ òàêèõ ÿê àëôàâiò, öèôðè, ñèìâî-
ëè ôîðìàëüíî¨ ìîâè i ò.ií. Êîìáiíàòîðíà ôóíêöiÿ ¹ ìåõàíi÷íèì ïðàâèëîì ðàçîì
iç êîìáiíàòîðíèì äîâåäåííÿì ôóíêöiîíàëüíîñòi: ïðàâèëî çàñòîñîâó¹òüñÿ ðàäøå äî
îïèñó îá'¹êòà, íiæ äî ñàìîãî îá'¹êòà. Ùîá äîâåäåííÿ áóëî êîìáiíàòîðíèì, âîíî
ìóñèòü ìiñòèòè ñêií÷åííå ÷èñëî êîìáiíàòîðíèõ ôóíêöié i ïîñëiäîâíiñòü îñíîâíèõ
îá'¹êòiâ. Ó êîìáiíàòîðíèõ îñíîâàõ âèâ÷à¹òüñÿ ìiðêóâàííÿ ïðî ìàòåìàòè÷íi îá'¹-
êòè, à íå ñàìi îá'¹êòè. Iñòèíà ìàòåìàòè÷íèõ òâåðäæåíü çàìiíþ¹òüñÿ äîâiäíiñòþ, à
àäåêâàòíiñòü ñõåìè � ñóìiñíiñòþ. Öå ñóòü ïðîãðàìè Ãiëüáåðòà.

Ðiçíèöþ ìiæ òåîðåòèêî-ìíîæèííèìè i êîìáiíàòîðíèìè îñíîâàìè K&K ïiäñó-
ìîâóþòü òàê:

�Îáèäâi çàáåçïå÷óþòü âiäïîâiäü íà ïèòàííÿ: ùî òàêå ìàòåìàòèêà? Òåî-
ðiÿ ìíîæèí ôîðìóëþ¹ ÷àñòêîâèé �ðåàëiñòè÷íèé� ïîãëÿä, à ïîòiì çîñå-
ðåäæó¹òüñÿ íà îá'¹êòàõ, à íå íà ìiðêóâàííÿõ ïðî íèõ; ¨¨ âiäïîâiäü � ùî
ìàòåìàòèêà ¹ òåîði¹þ ìíîæèí iç âiäïîâiäíî òî÷íèì ïîíÿòòÿì ìíîæèíè.
Êîìáiíàòîðiàëiçì ôîðìóëþ¹ ÷àñòêîâèé �iäåàëiñòè÷íèé� ïîãëÿä, ðîçãëÿ-
äà¹ àáñòðàêòíi ìàòåìàòè÷íi îá'¹êòè ÿê ôiãóðè ìîâè, i õî÷å ïîêàçàòè,
ùî íàø ñïîñiá âèêîðèñòàííÿ öèõ ôiãóð ìîâè çâ'ÿçíèé. Ùî îñîáëèâîãî
ó öüîìó ïîãëÿäi � öå òå, ùî íàøå ìàòåìàòè÷íå ìiðêóâàííÿ ¹ ïî ñóòi
êîìáiíàòîðíèì, ùî öiííiñòü íàøèõ âèñíîâêiâ, ÿêó âçàãàëi ìîæíà êîìái-
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íàòîðíî ñôîðìóëþâàòè, òàêîæ ìîæíà âñòàíîâèòè êîìáiíàòîðiàëüíèìè
ìåòîäàìè. Öåé ïîãëÿä, ÿêùî ïðàâèëüíèé, íå ëèøå ñòâåðäæó¹ ¹äíiñòü
ìàòåìàòè÷íèõ ìiðêóâàíü, àëå é ¹ îäíîãî äóæå ÷óäîâîãî ñîðòó: îñêiëü-
êè øêiëüíà ìàòåìàòèêà ¹ òèïîâîþ äëÿ êîìáiíàòîðíî¨ ìàòåìàòèêè, âîíà
ïðåäñòàâëÿ¹ öiëó ìàòåìàòèêó ÿê òàêó, ùî ¹ òîãî ñàìîãî ñîðòó, ùî é
øêiëüíà!�

Êðåéçåëü çàçíà÷èâ ïðî ðåàëiçì i òåîðiþ ìíîæèí:

�Ó òåîði¨ ìíîæèí íàãîëîñ íå íà ïðîöåñi ìiðêóâàííÿ, à íà ðåçóëüòàòàõ
i, çîêðåìà, íà îá'¹êòàõ, ïðî ÿêi ðîáëÿòüñÿ òâåðäæåííÿ. ßê íàñëiäîê,
ÿêùî ôîðìàëiçàöiÿ âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ÿê îïèñîâà ñõåìà äëÿ ìiðêóâàí-
íÿ, âèïðàâäàííÿ ïðàâèë ïîëÿãà¹ â ïîêàçi òîãî, ùî âèñíîâêè öiííi. Â
òîé ÷àñ, ÿê ñàìi ïðàâèëà íå ïðîáëåìàòè÷íi, ó ïðîñòîäóøíèõ ìiðêóâà-
ííÿõ ïðî ìíîæèíè âîíè áóëè i ïðèâîäèëè äî ñóïåðå÷íîñòåé. Áëèæ÷å
âèâ÷åííÿ òèõ îá�¹êòiâ, ÿêèìè ¹ ìíîæèíè (ñêò), ïîÿñíþ¹ îáìåæåííÿ íà
ïðàâèëà. ßê òåîðiÿ, òåîðiÿ ìíîæèí ïðèâàáëèâà òîìó, ùî âîíà ìà¹ äå-
êiëüêà ïåðâiñíèõ, à iíøi ìàòåìàòè÷íi îá'¹êòè âèáóäîâóþòüñÿ ïðèðîäíî:
ÿêùî áè áóëî äîñÿãíåííÿì âèáóäóâàòè ôiçè÷íèé ñâiò iç 100-äèâíèõ àòî-
ìiâ, òî íàñêiëüêè áiëüø âðàæàþ÷èì áóëî áè âèáóäóâàòè ñâiò ìàòåìàòèêè
iç äâîõ ïåðâiñíèõ. Êðiì òîãî, çàêîíè äëÿ öèõ ïåðâiñíèõ åëåãàíòíi i íà äè-
âî çðîçóìiëi. [Çàóâàæåííÿ Áåëëà: öå ìîæíà ïîðiâíÿòè iç �äîñÿãíåííÿì�
ïîáóäîâè àíãëiéñüêî¨ ìîâè iç àëôàâiòó ç 26 áóêâ àáî çàõiäíî¨ ìóçèêè iç
íîò õðîìàòè÷íî¨ ãàìè.]

Çàãàëüíiøå, ðåàëiñòè÷íà êîíöåïöiÿ, áåç ñóìíiâó, äóæå áëèçüêà äî ñïîñî-
áó, ÿêèì çíà÷íà ÷àñòèíà ìàòåìàòèêè ïðåäñòàâëÿ¹ ñàìà ñåáå íàì, i ïî-
ÿñíþ¹ îá'¹êòèâíiñòü ìàòåìàòèêè, òîáòî óãîäó ïðî ðåçóëüòàòè, i öèì ¹ ïðî
çîâíiøíi îá'¹êòè, ç ÿêèìè ìè çíàõîäèìîñÿ ó ïåâíîãî ðîäó êîíòàêòi. ßê
âêàçóâàâ �åäåëü, ¹ çíà÷íà ïîäiáíiñòü ìåòîäiâ íàáóâàííÿ çíàííÿ â åëåìåí-
òàðíié ìàòåìàòèöi i â ôiçèöi. Òàêîæ ìîæíà ïîãîäèòèñÿ, ùî ðåàëiñòè÷íå
ïðèïóùåííÿ çîâíiøíiõ ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ ¹ íå áiëüø ñóìíiâíå, íiæ
ôiçè÷íèõ îá'¹êòiâ.

Ñëàáêiñòü ðåàëiñòè÷íî¨ êîíöåïöi¨ ëåæèòü äåñü iíàêøå... ß íå çíàþ ôîð-
ìóëþâàííÿ ðåàëiñòè÷íîãî ïîãëÿäó, äëÿ ÿêîãî äîñâiä âñòàíîâëþ¹ iñíóâà-
ííÿ íåñêií÷åííèõ ìíîæèí, íå ãîâîðÿ÷è âæå ïðî íåäîñÿæíi. Ñòîñîâíî
çâ'ÿçêó iç ôiçè÷íèìè îá'¹êòàìè, öå, çâè÷àéíî, íåçâè÷íî ó ôiçèöi ðîçãëÿ-
äàòè iñíóâàííÿ îá'¹êòiâ ÿê âñòàíîâëåíå, òîìó ùî ìè ìîæåìî äóìàòè ïðî
íèõ.�[Çàóâàæåííÿ Áåëëà: öå âèäà¹òüñÿ áiëüø õàðàêòåðèñòè÷íèì ðàäøå
äëÿ êîíöåïòóàëiçìó, íiæ äëÿ ðåàëiçìó.]

I ïðî iíòó¨öiîíiñòñüêó i iäåàëiñòè÷íó êîíöåïöi¨ ìàòåìàòèêè:

�Ó ôiíiòiñòñüêîìó ôîðìóëþâàííi ïîáóäîâè çàñòîñîâóþòüñÿ òiëüêè äî
êîíêðåòíèõ, òîáòî ïðîñòîðîâî-÷àñîâèõ êîíôiãóðàöié, â iíòó¨öiîíiñòñüêî-
ìó òàêîæ äî àáñòðàêòíèõ îá'¹êòiâ òàêèõ ÿê ôóíêöi¨ i ôóíêöiîíàëè i,
çîêðåìà, ëîãi÷íi îïåðàöi¨ íà òàê çâàíèõ íåðîçâ'ÿçíèõ âëàñòèâîñòÿõ i äî-
âåäåííÿõ. Iíòó¨öiîíiçì ¹ äóæå âóçüêîþ âåðñi¹þ iäåàëiñòè÷íî¨ êîíöåïöi¨
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ìàòåìàòèêè, ìàëî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä ñîëiïñèçìó ó çàãàëüíié iäåàëiñòè-
÷íié ôiëîñîôi¨... ßê òðåáà î÷iêóâàòè âiä ñîëiïñèòñüêî¨ òðàäèöi¨, êðèòè-
öèçìè êîíêóðóþ÷èõ ïîçèöié ¹ åêñòðàâàãàíòíi i íåïåðåêîíëèâi � i ìî-
æëèâî ñïðÿìîâàíi, ùîá ïðèêðèòè ñïðàâæíi òðóäíîùi ó ôîðìóëþâàí-
íi ñîëiïñèñòñüêî¨ ïîçèöi¨ çâ'ÿçíî. Àëå òðåáà çàóâàæèòè, ùî öÿ ïîçèöiÿ
äîñòàòíüî ïðàâäîïîäiáíà i, ïðèíàéìíi ÿê ïåðøå íàáëèæåííÿ, êîëè öi-
êàâëÿòüñÿ ïèòàííÿìè î÷åâèäíîñòi (àáî â iíøîìó ïèòàííi ÿñíîñòi). Ñî-
ëiïñèñòñüêà ïîçèöiÿ íàãîëîøó¹ îñîáëèâó î÷åâèäíiñòü òèõ iäåé, ÿêi ñàìi ¹
ïðî iíøi iäå¨, àáî, áiëüø ÷àñòêîâî, ïðî ðîçóìîâi àêòè, à íå ïðî çîâíiøíi
îá'¹êòè. Iäåàëiñòè÷íà êîíöåïöiÿ, éìîâiðíî, ¹ íàéáiëüø çàãàëüíèì ìiñöåì
ó äàíèé ÷àñ: ìàòåìàòèòêà ¹ âiëüíîþ ðîçóìîâîþ äiÿëüíiñòþ. [Áåëë ñóìíi-
âà¹òüñÿ, ùî öåé ïîãëÿä ¹ íàéáiëüø çàãàëüíèì ìiñöåì ñåðåä ìàòåìàòèêiâ.
Ó áóäü-ÿêîìó âèïàäêó, ÿê ðîçóìîâà äiÿëüíiñòü íàâðÿä ÷è ìîæå áóòè öië-
êîâèòî �âiëüíîþ�, ïîäiáíî äî äiàòîíi÷íî¨ ìóçèêè, âîíà äóæå îáìåæåíà
ïðàâèëàìè.] ßê òàêà, âîíà íå âèêëþ÷à¹ iñíóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹-
êòiâ, çîâíiøíiõ äî íàñ; âîíè áè ìàëè òó ñàìó ñòðóêòóðó, ùî é âêëþ÷åíi
iäå¨, i òîìó ìàòåìàòèêà áóëà áè ïðî íèõ òàêîæ. Áåç ñóìíiâó, íà åëåìåí-
òàðíîìó ðiâíi íå çàïèòóþòü ñåáå, ÷è, íàïðèêëàä, ïðîñòi àðèôìåòè÷íi
òâåðäæåííÿ ¹ ïðî êîíêðåòíi ðåàëiçàöi¨ (ñêií÷åííi ìíîæèíè ðå÷åé), ÷è-
þñü iäåþ ïðî òàêi êîíôiãóðàöi¨, ÷è ïðî äåÿêi àáñòðàêòíi ñóòíîñòi. Äàëi,
íàâiòü ÿêùî äîïóñêàþòüñÿ àáñòðàêòíi îá'¹êòè, çîâíiøíi äî íàñ, íà ïåâ-
íîìó åòàïi áóëî áè äîñòàòíüî âiäïîâiäíî iç íàóêîâîþ ïðàêòèêîþ iãíî-
ðóâàòè ¨õ, ÿêùî íàÿâíà iíôîðìàöiÿ ñóìíiâíà i çáèâà¹ ç ïàíòåëèêó. Öå
ðîáèòüñÿ òàêîæ ðåàëiñòîì, ÿêèé, ïåâíî, (âëàñòèâî) iãíîðó¹ ïèòàííÿ ïðî
îðãàíiçàöiþ ìîçêó, íå çàïåðå÷óþ÷è, ùî öå ìîæíà âêëþ÷àòè ó òî÷íiøå
âèâ÷åííÿ öèõ çîâíiøíiõ îá'¹êòiâ. Ñëàáêiñòü çàãàëüíî¨ iäåàëiñòè÷íî¨ ïî-
çèöi¨ ðàäøå òà, ùî âîíà íåäîñòàòíüî ãîñòðà. Çîêðåìà, ÿ íå çíàþ íiÿêîãî
ôîðìóëþâàííÿ, ùî âèêëþ÷à¹ ïðèéíÿòòÿ öiëî¨ ôîðìàëüíî¨ òåîði¨ ìíî-
æèí, ÿê çàêîíiâ íàøèõ iäåé êîëåêöié, ùî iñíóþòü íåçàëåæíî âiä íàñ.
Öå âêàçó¹ íà ìîæëèâiñòü îñíîâ òåîði¨ ìíîæèí ó òåðìiíàõ çàãàëüíiøèõ
ïîíÿòü. Çàãàëîì ïåðâiñíi êîíöåïöi¨ iäåàëiñòè÷íî¨ êîíöåïöi¨ íå âõîäèëè
áè áåçïîñåðåäíüî â ìàòåìàòè÷íó ïðàêòèêó, àëå áóëè áè âèêîðèñòàíi ÿê
àíàëiç, òîáòî äëÿ îñíîâ.�

�5. Âàðiàöiÿ i ëîãiêà

Â îñíîâi åâîëþöi¨ ìàòåìàòèêè i ôiëîñîôi¨ ëåæàëà ñïðîáà ïðèìèðèòè íèçêó ïî-
¹äíàíèõ ïðîòèëåæíîñòåé: îäíå i áàãàòî, ñêií÷åííå i íåñêií÷åííå, âèçíà÷åíå i âèïàä-
êîâå, äèñêðåòíå i íåïåðåðâíå, ïîñòiéíå i çìiííå.

Òðàäèöiéíî ïðèïóñêàëîñÿ, ùî ¹äèíà àðêîâà ñèñòåìà ìiðêóâàíü, ùî êåðó¹òüñÿ
êëàñè÷íîþ ëîãiêîþ, çàñòîñîâíà íàðiâíi i îäíî÷àñíî äî âñiõ öèõ ïðîòèëåæíîñòåé.
Àëå ÷è ñïðàâäi äîñòàòíüî ¹äèíî¨ ëîãiêè? Ñâiò, ÿê ìè óñâiäîìëþ¹ìî éîãî, çíàõîäè-
òüñÿ ó âi÷íîìó ñòàíi ïîòîêó. Àëå îá'¹êòè ìàòåìàòèêè çâè÷àéíî ââàæàþòüñÿ âi÷íèìè
i íåçìiííèìè. ßê òîäi ÿâèùó çìiíè íàäàòè ìàòåìàòè÷íîãî âèðàçó? Ðîçãëÿíåìî, íà-
ïðèêëàä, ôóíäàìåíòàëüíó i çíàéîìó ôîðìó âàðiàöi¨ (çìiíè): çìiíà ðîçòàøóâàííÿ
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àáî ðóõ � ôîðìà âàðiàöi¨ òàêà áàçèñíà, ùî ìåõàíiñòè÷íi ìàòåðiàëiñòè÷íi ôiëîñîôè
18-ãî i 19-ãî ñòîëiòü ââàæàëè, ùî âîíà îõîïëþ¹ âñi ôîðìè ôiçè÷íî¨ âàðiàöi¨. Òåïåð
ñàì ðóõ çâiäíèé äî ùå áiëüø ôóíäàìåíòàëüíî¨ ôîðìè âàðiàöi¨ � ÷àñîâî¨ âàðiàöi¨.
(Çãiäíî iç Óàéòõåäîì íàâiòü öå íå ¹ îñòàòî÷íèì çâåäåííÿì.) Àëå öå çâåäåííÿ ìîæíà
çäiéñíèòè ëèøå òîäi, êîëè óñâiäîìëåíà iäåÿ ôóíêöiîíàëüíî¨ çàëåæíîñòi ïðîñòîðî-
âèõ ðîçòàøóâàíü âiä ÷àñîâèõ ìîìåíòiâ. Çà áðàêó àäåêâàòíîãî ôîðìóëþâàííÿ öi¹¨
iäå¨ ìàòåìàòèêè ãðåöüêî¨ àíòè÷íîñòi íå çìîãëè ïîäàòè çàäîâiëüíèé àíàëiç ðóõó àáî
áiëüø çàãàëüíi ôîðìè âàðiàöi¨, õî÷à âîíè íàìàãàëèñÿ ïîòóæíî áîðîòèñÿ ç ïðîáëå-
ìîþ. (Òðåáà çàçíà÷èòè, ùî ïðîáëåìà àíàëiçó ðóõó ïîêàçàíà ïàðàäîêñàìè Çåíîíà,
ÿêi ïðèçíà÷àëèñÿ äëÿ ïîêàçó íåìîæëèâîñòi ðóõó i ùî ôàêòè÷íî ñâiò ¹ ïàðìåíiäiâ-
ñüêîþ íåçìiííîþ ¹äíiñòþ.)

Äî 17-ãî ñòîëiòòÿ ðóõ íå ââàæàâñÿ ôóíêöiîíàëüíîþ çàëåæíiñòþ ìiæ ïðîñòîðîì
i ÷àñîì ÿê ïðîÿâ çàëåæíîñòi çìiííîãî ïðîñòîðîâîãî ðîçòàøóâàííÿ âiä çìiííîãî
÷àñó. Öå äàëî çìîãó çâåñòè ðiçíîìàíiòíi ôîðìè ïðîñòîðîâî¨ âàðiàöi¨ äî îäíîãî ïðî-
ñòîãî ôóíäàìåíòàëüíîãî ïîíÿòòÿ ÷àñîâî¨ çìiíè, à êîíöåïöiþ ðóõó îòîòîæíèòè iç
ïðîñòîðîâèì ïðåäñòàâëåííÿì ÷àñîâî¨ çìiíè. (�Ñòàòè÷íà� âåðñiÿ öi¹¨ iäå¨ òàêà, ùî
ïðîñòîðîâi êðèâi ¹ �ïðîñòîðîâèìè ïðåäñòàâëåííÿìè� ïðÿìèõ ëiíié.)

Öåé îïèñ ðóõó (i éîãî öåíòðàëüíî¨ iäå¨ � ôóíêöiîíàëüíî¨ çàëåæíîñòi) æîäíèì
÷èíîì íå çìóøó¹ óÿâëÿòè ïðîñòið i ÷àñ ðîçêëàäíèìè äàëi íà íåïîäiëüíi àòîìè àáî
òî÷êè. Âñå, ùî ïîòðiáíî, - öå ïðèñóòíiñòü äâîõ îáëàñòåé âàðiàöi¨ � ó öüîìó âèïàä-
êó ïðîñòîðó i ÷àñó � ñïiââiäíåñåíèõ ôóíêöiîíàëüíèì âiäíîøåííÿì. Ïðàâäà, ùîá
âñòàíîâèòè âçà¹ìîçâ'ÿçîê, ïîòðiáíî áóòè çäàòíèì ëîêàëiçóâàòè â îáëàñòÿõ âàði-
àöi¨, (íàïðèêëàä, òiëî ó ìiñöi xi â ÷àñ ti, i = 0, 1, 2, . . .) i ùîá ìîæíà áóëî ââàæàòè,
ùî öi îáëàñòi âàðiàöi¨ ¹ ïðîñòî �àíñàìáëÿìè� âñiõ òàêèõ ìîæëèâèõ �ëîêàëiçàöié�.

Àëå íàâiòü öå íå âèìàãà¹, ùîá ñàìi ëîêàëiçàöi¨ áóëè àòîìíèìè òî÷êàìè � ïîðiâ-
íÿéòå iç ìåòîäîì Óàéòõåäà �øèðîêî¨ àáñòðàêöi¨� i, â íàøi äíi, âèíèêíåííÿ �áåçòî-
÷êîâî¨ òîïîëîãi¨�.

Âêëþ÷åííÿ âàðiàöi¨ â ìàòåìàòèêó ó 17-ó ñòîëiòòi ïðèâåëî, ÿê äîáðå âiäîìî, äî
òðióìôiâ ÷èñëåííÿ, ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè i ìàòåìàòèçàöi¨ ïðèðîäè. Àëå âèíèêëè
òðóäíîùi ó ñïðîáàõ âèçíà÷èòè ìèòò¹âèé òåìï çìiíè çìiííî¨ êiëüêîñòi � ôóíäàìåí-
òàëüíó êîíöåïöiþ äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ. Ïîäiáíî äî àíòè÷íèõ ïiôàãîðåéöiâ
çóñèëëÿ çâåñòè íåïåðåðâíå äî äèñêðåòíîãî, ñïðîáà ìàòåìàòèêiâ 17-ãî ñòîëiòòÿçâå-
ñòè çìiííå äî ñòàòè÷íîãî âèêîðèñòàííÿì íåñêií÷åííî ìàëèõ ïðèâåëè äî ïðÿìèõ
ñóïåðå÷íîñòåé.

Ìàðêñ i Åíãåëüñ äóìàëè, ùî àíàëiç îá'¹êòèâíî¨ âàðiàöi¨ âèìàãàòèìå ñòâîðåííÿ
äiàëåêòè÷íî¨ ëîãiêè àáî �ëîãiêè ñóïåðå÷íîñòi�. Àëå òå, ùî ôàêòè÷íî ç'ÿâèëîñÿ (ó
19-ó ñòîëiòòi), - öå åôåêòèâíà çàìiíà âàðiàöi¨ àêòóàëüíîþ íåñêií÷åííiñòþ â ðóêàõ
Äåäåêiíäà, Êàíòîðà òà iíøèõ. Çîêðåìà, Êàíòîð çàìiíèâ êîíöåïöiþ çìiííî¨ êiëüêî-
ñòi êîíöåïöi¹þ çàâåðøåíî¨, ñòàòè÷íî¨ îáëàñòi âàðiàöi¨, ÿêó ñàìó ìîæíà ðîçãëÿäàòè
ÿê àíñàìáëü àòîìíèõ iíäèâiäiâ � îòîæ, ïîäiáíî äî ïiôàãîðåéöiâ, çàìiíþþ÷è â òîé
ñàìèé ÷àñ íåïåðåðâíå äèñêðåòíèì. Âií òàêîæ âèãàíÿ¹ íåñêií÷åííî ìàëi i iäåþ ãåî-
ìåòðè÷íèõ îá'¹êòiâ, ÿê ïîðîäæåíèõ òî÷êàìè àáî ïðÿìèìè â ðóñi.

Ïðîòå äåÿêi ìàòåìàòèêè âèñóíóëè çàïåðå÷åííÿ iäå¨ �äèñêðåòèçàöi¨� àáî �àðè-
ôìåòèçàöi¨� ëiíiéíîãî êîíòèíóóìà. Íàïðèêëàä, Ïiðñ âiäêèíóâ iäåþ, ùî ñïðàâæíié
êîíòèíóóì ìîæíà ðîçêëàñòè â êîëåêöiþ äèñêðåòíèõ òî÷îê, íå ìà¹ çíà÷åííÿ ÿê áà-
ãàòî ¨õ ìîãëî áè áóòè. Öå íàãàäóâàííÿ ñóïåðå÷êè ìiæ àòîìiñòàìè i ñòî¨êàìè ç, ïî
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ñóòi, òîãî ñàìîãî ïèòàííÿ ïðèáëèçíî ó 400ð. äî í.å. Ëèøå ç Áðàóåðîì íà ïî÷àòêó
20-ãî ñòîëiòòÿ ëîãiêà ñïðàâäi âêëþ÷èëàñÿ ó ñóïåðå÷êó. Âiäêèäàþ÷è êàíòîðiâñüêèé
îïèñ êîíòèíóóìó, ÿê äèñêðåòíîãî, Áðàóåð îòîòîæíþ¹ òî÷êè íà ïðÿìié iç ñóòíîñòÿ-
ìè �ó ïðîöåñi ñòàâàííÿ� â ñóá'¹êòèâíîìó ðîçóìiííi, òîáòî iç âòiëþþ÷èìè ïåâíèé
ñîðò âàðiàöié. Âií âiäêèíóâ çàêîí âèêëþ÷åíîãî òðåòüîãî äëÿ òàêèõ îá'¹êòiâ � ðóõ,
ùî ïðèâîäèòü äî íîâî¨ ôîðìè ëîãiêè � iíòó¨öiîíiñòñüêî¨ ëîãiêè.

×óäîâèé ôàêò, ùî iíòó¨öiîíiñòñêà ëîãiêà Áðàóåðà ñóìiñíà iç äóæå çàãàëüíîþ
êîíöåïöi¹þ âàðiàöi¨, ÿêà îõîïëþ¹ âñi ôîðìè (îá'¹êòèâíî¨) íåïåðåðâíî¨ âàðiàöi¨, i
ÿêà, çîêðåìà, äîçâîëÿ¹ âèêîðèñòîâóâàòè (íåïåðåðâíi) íåñêií÷åííî ìàëi. Â òîé ÷àñ,
ÿê ¨¨ êîðåíi ëåæàòü â ñóá'¹êòèâíîìó, òàê iíòó¨öiîíiñòñüêà ëîãiêà âiäêðèëà, ùî ìà¹
îá'¹êòèâíèé õàðàêòåð. Çàñòîñóâàííÿ iíòó¨öiîíiñòñüêî¨ ëîãiêè, ùîá ðîçâ'ÿçàòè ñó-
ïåðå÷íiñòü, âèêëèêàíó âàðiàöi¹þ, ïîêàçó¹, ùî â êiíöi êiíöiâ íå áóëî íåîáõiäíî, ÿê
ñòâåðäæóâàëà �äiàëåêòè÷íà� ôiëîñîôiÿ, âiäêèäàòè çàêîí íåñóïåðå÷íîñòi ¬(A∨¬A),
à ðàäøå äóàëüíèé äî íüîãî çàêîí âèêëþ÷åíîãî òðåòüîãî A ∨ ¬A.

Õàðàêòåðèñòèêîþ iíòó¨öiîíiçìó ¹ òå, ùî, ÿê òiëüêè âëàñòèâiñòü ìàòåìàòè÷íîãî
îá'¹êòà áóëà âñòàíîâëåíà çàñîáàìè ïîáóäîâè, öÿ âëàñòèâiñòü çàëèøà¹òüñÿ âñòàíîâ-
ëåíîþ íà âñi ÷àñè; ñëîâîì, âîíà íåïîðóøíà. Öå âiäîáðàæåíî ó âëàñòèâîñòi ïîñòié-
íîñòi ñåìàíòèêè iíòó¨öiîíiñòñüêî¨ ëîãiêè: ùî òâåðäæåííÿ, ÿê òiëüêè éîãî âèìóñèëè
áóòè iñòèííèì, çàëèøà¹òüñÿ iñòèííèì. Öå âêàçó¹ íà òå, ùî iíòó¨öiîíiñòñüêó ëîãiêó
ìîæíà ãðóáî ðîçãëÿäàòè ÿê ëîãiêó ìèíóëîãî ÷àñó: òâåðäæåííÿ âèäó �òàêå i òàêå
áóëî�, ÿê òiëüêè iñòèííå, çàëèøàòèìåòüñÿ iñòèííèì çàâæäè (çà óìîâè, çâè÷àéíî,
ùî âñåñâiò íå ìiñòèòü íiÿêèõ çàìêíåíèõ ÷àñîâîïîäiáíèõ ëiíié). Öå ¹ ÷àñòêîâèé âè-
ïàäîê àñîöiàöi¨ ñåðåä òèïiâ âàðiàöi¨, ôiëîñîôñüêîãî ïiäõîäó i ëîãiêè, ÿê âêàçàíî ó
íàñòóïíié âiäïîâiäíîñòi:

Òèï âàðiàöi¨ Ôiëîñîôñüêèé ïiäõiä Ëîãiêà

Ñòàòè÷íà: íiÿêî¨ âàðiàöi¨: âi÷íèé
òåïåðiøíié ÷àñ: îá'¹êòèâíèé ñòàí
ñïðàâ, íåçàëåæíèé âiä íàøîãî çíà-
ííÿ

Ïëàòîíiñòñüêèé ðåàëiçì Êëàñè÷íà

Êóìóëÿòèâíà: íiÿêîãî ïåðåãëÿäó
iíôîðìàöi¨ íà ïiçíiøèõ åòàïàõ: ÿê
òiëüêè âiäîìî, çàâæäè âiäîìî

Øèðîêèé êîíñòðóêòè-
âiçì
Êàíòiâñüêèé iäåàëiçì

Iíòó¨öiîíiñòñüêà

Íåêóìóëÿòèâíà: ìîæëèâèé ïåðå-
ãëÿä, ôàëüñèôiêàöiÿ àáî âòðàòà
iíôîðìàöi¨ íà ïiçíiøèõ åòàïàõ

Iíäåòåðìiíiçì
Þìiâñüêèé ñêåïòèöèçì

�Êâàíòîâà�

Íàñïðàâäi ïåâíi çàãàëüíi òèïè âàðiàöi¨ ìîæíà ïîâ'ÿçàòè iç ïåâíèìè êîíöåïöiÿìè
i îáëàñòÿìè ìàòåìàòèêè:

Òèï âàðiàöi¨ Ìàòåìàòè÷íèé êîðåëÿò

×àñîâà Íàòóðàëüíi ÷èñëà (äèñêðåòíå)
Äiéñíà ïðÿìà (íåïåðåðâíå)

Ïîçèöiéíà (ðóõ) Äiéñíà ïðÿìà
Äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ
Ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç

Ìîðôîëîãi÷íà Òîïîëîãiÿ
Òåîðiÿ êàòåãîðié
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Ìîðôîëîãi÷íà âàðiàöiÿ � çìiíà ôîðìè � ¹, ãîâîðÿ÷è øèðîêî, ïðåäìåòîì òåîði¨
êàòåãîðié, ÿêó ìè ðîçãëÿíåìî, ÿê ìîæëèâó îñíîâó äëÿ ìàòåìàòèêè.

Òåîðiÿ êàòåãîðié çàáåçïå÷ó¹ çàãàëüíèé àïàðàò äëÿ òîãî, ùîá ìàòè ñïðàâó iç ìà-
òåìàòè÷íèìè ñòðóêòóðàìè i ¨õíiìè âçà¹ìíèìè çâ'ÿçêàìè i ïåðåòâîðåííÿìè. Ïðèäó-
ìàíà Åéëåíáåðãîì i Ìàêëåéíîì ó 1940-õ äèñöèïëiíà çàðîäèëàñÿ ÿê ãàëóçü àëãåáðè
(ãîìîëîãi÷íà àëãåáðà) çà äîïîìîãîþ òîïîëîãi¨, àëå øâèäêî âèéøëà çà ìåæi âèòîêiâ.
Ìîæíà ñêàçàòè, ùî òåîðiÿ êàòåãîðié ìà¹ òàêå ñàìå âiäíîøåííÿ äî àáñòðàêòíî¨ àë-
ãåáðè, ÿê îñòàííÿ äî åëåìåíòàðíî¨ àëãåáðè. Òîìó ùî åëåìåíòàðíà àëãåáðà âèíèêà¹
â ðåçóëüòàòi çàìiíè ïîñòiéíèõ êiëüêîñòåé (òîáòî ÷èñåë) çìiííèìè, çàëèøàþ÷è îïå-
ðàöi¨ íà öèõ êiëüêîñòÿõ íåçìiííèìè. Àáñòðàêòíà àëãåáðà ó ñâîþ ÷åðãó ïåðåíîñèòü
öå íà åòàï äàëi, äîçâîëÿþ÷è îïåðàöiÿì çìiíþâàòèñÿ, íàòîìiñòü íàïîëÿãàþ÷è âñå æ,
ùîá îõîïëþþ÷i ìàòåìàòè÷íi ñòðóêòóðè çáåðiãàëè ïåâíó ïðèïèñàíó ôîðìó (ãðóïè,
êiëüöÿ i ò.ií.) Íàðåøòi, òåîðiÿ êàòåãîðié äîçâîëÿ¹ çìiíþâàòèñÿ íàâiòü ñòðóêòóðàì,
äàþ÷è ïî÷àòîê äàëåêîñÿæíîìó îïèñîâi ìàòåìàòè÷íî¨ ôîðìè. Âèíèêíåííÿ òåîði¨
êàòåãîðié çãiäíî ç öèì ìîæíà ââàæàòè ïðèêëàäîì äiàëåêòè÷íîãî ïðîöåñó çàìiíè
ïîñòiéíîãî çìiííèì.

Êàòåãîði¨ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ðàìêè äëÿ àíàëiçó âàðiàöi¨. Îòîæ, ìè ïðèïó-
ñòèìî, ùî çàäàíi

• îáëàñòi âàðiàöi¨ àáî òèïè A,B,C, . . .

• ïåðåòâîðåííÿ àáî ñïiââiäíîøåííÿ (êîðåëÿöi¨) f : A → B àáî A
f−→B ìiæ òà-

êèìè îáëàñòÿìè: A i B íàçèâàþòüñÿ êîðåëüîâàíèìè f ; A ¹ îáëàñòþ (àáî îáëàñòþ
âèçíà÷åííÿ), B � êîîáëàñòþ (àáî îáðàçîì) f .

ßê êîíêðåòíi ïðèêëàäè ìîæåìî ðîçãëÿíóòè:
Ïðîñòið → ×àñ Àíàëîãîâi ãîäèííèêè
Íàòóðàëüíi ÷èñëà → ×àñ Öèôðîâi ãîäèííèêè
×àñ → Ïðîñòið Ðóõè
Ïðîñòið→ Ðàöiîíàëüíi/ Äiéñíi ÷èñëà Òåðìîìåòðè, áàðîìåòðè, ñïiäîìåòðè

Ïðî ñïiââiäíîøåííÿ A → B ìîæíà äóìàòè ÿê ïðî B-çíà÷íó êiëüêiñòü, ùî çìi-
íþ¹òüñÿ íà A. ßê òàêi, ñïiââiäíîøåííÿ ìîæíà ñêëàäàòè:

A
f−→B

g−→C

A
g◦f−→C

.

Íàïðèêëàä, âèêîðèñòàííÿ öèôðîâîãî ñåêóíäîìiðà ç çóïèíêîþ çâîäèòüñÿ äî
ñêëàäåíîãî ñïiââiäíîøåííÿ

Íàòóðàëüíi ÷èñëà → ×àñ → Ïðîñòið.
Êîìïîçèöiÿ ñïiââiäíîøåíü àñîöiàòèâíà â î÷åâèäíîìó ñåíñi. Iç êîæíîþ îáëàñòþ

A àñîöiéîâàíî òîòîæíå ñïiââiäíîøåííÿ A
1A−→A, ùî çàäîâîëüíÿ¹ f ◦1A = f , g◦1A =

g äëÿ áóäü-ÿêèõ A
f−→B, C

g−→A.
Öå áàçèñíi ïî÷àòêîâi äàíi êàòåãîði¨.
Iç ôiëîñîôñüêî¨ òî÷êè çîðó êàòåãîðiþ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ÿâíå ïðåäñòàâëåííÿ

ìàòåìàòè÷íî¨ ôîðìè àáî êîíöåïöi¨. Îá'¹êòè êàòåãîði¨ C ¹ ïðèêëàäàìè àñîöiéîâàíî¨
ôîðìè, à ìîðôiçìè àáî ñòðiëêè C � ïåðåòâîðåííÿìè ìiæ öèìè ïðèêëàäàìè, ÿêi ó
äåÿêîìó òî÷íîìó ðîçóìiííi çáåðiãàþòü öþ ôîðìó. ßê ïðèêëàäè ìà¹ìî:
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Êàòåãîðiÿ Ôîðìà Ïåðåòâîðåííÿ

Ìíîæèíè (Ìíîæèíà) ×èñòà äèñêðåòíiñòü Ôóíêöiîíàëüíi ñïiââiäíîøå-
ííÿ

Ìíîæèíè ç âiäíîøåííÿ-
ìè

........................ Ñïiââiäíîøåííÿ îäèí-áàãàòî

Ãðóïè Êîìïîçèöiÿ / iíâåð-
ñiÿ

Ãîìîìîðôiçìè

Òîïîëîãi÷íi ïðîñòîðè Íåïåðåðâíiñòü Íåïåðåðâíi âiäîáðàæåííÿ
Äèôåðåíöiéîâíi ìíîãîâè-
äè

Ãëàäêiñòü Ãëàäêi âiäîáðàæåííÿ

Ïîçàÿê ïðàêòèêà ìàòåìàòèêè ìèíóëîãî ñòîði÷÷ÿ îôiöiéíî  ðóíòóâàëàñÿ íà òå-
îði¨ ìíîæèí, îá'¹êòè êàòåãîði¨ òèïîâî áóäóþòüñÿ ÿê ìíîæèíè ïåâíîãî ñîðòó, ñèí-
òåçîâàíi, òàê ñêàçàòè, iç ÷èñòî¨ äèñêðåòíîñòi. ßê ìíîæèíè, öi îá'¹êòè ïðîÿâëÿþòü
òåîðåòèêî-ìíîæèííi ñïiââiäíîøåííÿ � ÷ëåíñòâî, âêëþ÷åííÿ i ò.ií. Ïðîòå öi âçà¹-
ìîâiäíîñèíè çàéâi � i â áàãàòüîõ âèïàäêàõ íåâèÿâëþâàíi � êîëè îá'¹êòè ðîçãëÿäà-
þòü ÿê âòiëåííÿ ôîðìè, òîáòî êîëè ðîçãëÿäàþòüñÿ ÷åðåç ëiíçè òåîði¨ êàòåãîðié.
(Íàïðèêëàä, ó êàòåãîðié ãðóï àäèòèâíà ãðóïà ïàðíèõ öiëèõ içîìîðôíà äî (òîáòî
íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä) àäèòèâíî¨ ãðóïè âñiõ öiëèõ ÷èñåë.) Öåé ôàêò ñêëàäà¹ îäíó
ç ôiëîñîôñüêèõ ïðè÷èí, ÷îìó ïåâíi êàòåãîðíi òåîðåòèêè âiä÷óëè, ùî òåîðiÿ ìíî-
æèí ¹ íåçàäîâiëüíîþ áàçîþ, ùîá íà íié áóäóâàòè òåîðiþ êàòåãîðié � i ìàòåìàòèêó
çàãàëîì. Äëÿ êàòåãîðèñòiâ òåîðiÿ ìíîæèí çàáåçïå÷ó¹ âèä äðàáèíè, ùî âåäå âiä
÷èñòî¨ äèñêðåòíîñòi äî òåîðåòèêî-êàòåãîðíîãî çîáðàæåííÿ ñïðàâæíüîãî ìàòåìàòè-
÷íîãî ëàíäøàôòó. Êàòåãîðèñòè íå âiäðiçíÿþòüñÿ âiä õóäîæíèêiâ ó çíàõîäæåííi
ëàíäøàôòó (àáî ïðèíàéìíi éîãî çîáðàæåííÿ), öiêàâiøîãî, íiæ äðàáèíà, ÿêó òðåáà,
äîòðèìóþ÷èñü ïîðàäè Âiò åíøòåéíà, ñêèíóòè ïiñëÿ ñõîäæåííÿ.

Êîíòðàñòè ìiæ òåîði¹þ ìíîæèí i òåîði¹þ êàòåãîðié ìîæíà ïiäñóìóâàòè ó íà-
ñòóïíié òàáëèöi:

Òåîðiÿ ìíîæèí Òåîðiÿ êàòåãîðié

Àíàëiòè÷íà Ñèíòåòè÷íà
Àòîìiñòè÷íà Õîëiñòè÷íà (öiëiñíà)
Ñòàòè÷íà Çìiííà
Àðèôìåòè÷íà Ãåîìåòðè÷íà
Çâåäåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ êîíöå-
ïöié

Ïðÿìå ïðåäñòàâëåííÿ ìàòåìàòè÷íèõ êîíöå-
ïöié

Çàãàëüíiñòü òåîði¨ êàòåãîðié äàëà ¨é çìîãó âiäiãðàâàòè âñå çðîñòàþ÷ó ðîëü â
îñíîâàõ ìàòåìàòèêè. �¨ ïîÿâà ìàëà åôåêò íåâëîâèìîãî ïiäðèâó ïðåâàëþþ÷î¨ äî-
êòðèíè, ùî âñi ìàòåìàòè÷íi êîíöåïöi¨ ïîâèííi ïîñèëàòèñÿ íà ôiêñîâàíèé àáñîëþ-
òíèé âñåñâiò ìíîæèí. Íà ïðîòèâàãó öüîìó òåîðiÿ êàòåãîðié ïðîïîíó¹, ùîá ìàòå-
ìàòè÷íi êîíöåïöi¨ ðîçãëÿäàòè ÿê òàêi, ùî âîëîäiþòü çíà÷åííÿì, ëèøå ó çâ'ÿçêó
iç ðÿäîì áiëüø ÷è ìåíø ëîêàëüíèõ ðàìîê. Òëóìà÷åííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ êîíöåïöi¨ ó
êàòåãîði¨ çâîäèòüñÿ äî ïåâíîãî ñîðòó çàëîìëåííÿ àáî ôiëüòðóâàííÿ êîíöåïöi¨ ôîð-
ìîþ, àñîöiéîâàíîþ iç öi¹þ êàòåãîði¹þ. Íàïðèêëàä, òëóìà÷åííÿì êîíöåïöi¨ ãðóïà
ó êàòåãîði¨ òîïîëîãi÷íèõ ïðîñòîðiâ ¹ òîïîëîãi÷íà ãðóïà, ó êàòåãîði¨ ìíîãîâèäiâ �
ãðóïà Ëi, à â êàòåãîði¨ ïó÷êiâ � ïó÷îê ãðóï. Öèì ñïîñîáîì êîíöåïöiÿ ãðóïè i áàãà-
òî iíøèõ ìàòåìàòè÷íèõ êîíöåïöié íàáóâàþòü ñïðàâäi áàãàòîãðàííî¨ çàãàëüíîñòi i
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ïîäàëüøî¨ äâîçíà÷íîñòi ïîñèëàííÿ ïîíàä òó, ùî âæå íàäàíà ¨ì âîëîäiííÿì ðiçíèõ
òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ ðåàëiçàöié.

Ó òåîði¨ êàòåãîðié ïåðåòâîðåííÿ � âiäîáðàæåííÿ, ìîðôiçìè àáî ñòðiëêè � ìiæ
ñòðóêòóðàìè � îá'¹êòàìè � ãðàþòü ðîëü, ÿêà æîäíîþ ìiðîþ íå ïiäïîðÿäêîâàíà ðîëi,
ÿêó âiäiãðàþòü ñàìi ñòðóêòóðè. Òåîðiþ êàòåãîðié, îòîæ, ìîæíà ïîðiâíÿòè ç ìîâîþ,
ó ÿêié äi¹ñëîâà ¹ íàðiâíi ç iìåííèêàìè. Ó öüîìó âiäíîøåííi òåîðiÿ êàòåãîðié âèði-
øàëüíî âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä òåîði¨ ìíîæèí, ó ÿêié âiäïîâiäíå ïîíÿòòÿ ôóíêöi¨ çâåäåíå
äî êîíöåïöi¨ �ìíîæèíè�. ßê íàñëiäîê, ïîíÿòòÿ ïåðåòâîðåííÿ ó òåîði¨ êàòåãîðié ó âå-
ëè÷åçíié ìiði áiëüø çàãàëüíå, íiæ òåîðåòèêî-ìíîæèííå ïîíÿòòÿ ôóíêöi¨. Çîêðåìà,
ïåðøå äîïóñêà¹ òëóìà÷åííÿ, ó ÿêèõ îäíà çìiííà êiëüêiñòü çàëåæèòü ôóíêöiîíàëüíî
âiä iíøî¨, àëå äå âiäïîâiäíà �ôóíêöiÿ� íå ¹ îïèñóâàíà ÿê ìíîæèíà (âïîðÿäêîâàíèõ
ïàð) �òî÷îê� (íàïðèêëàä, êîëè ôóíêöiîíàëüíà çàëåæíiñòü âèíèêà¹ ÿê ôåíîìåíîëî-
ãi÷íèé îïèñ ðóõó òiëà.) Òîé ôàêò, ùî ó òåîði¨ êàòåãîðié êîíöåïöiÿ ïåðåòâîðåííÿ ¹
íåçâiäíèì áàçèñíèì äàíèì, ðîáèòü ìîæëèâèì ðîçãëÿäàòè ñòðiëêè ó êàòåãîðiÿõ, ÿê
ôîðìàëüíi âòiëåííÿ iäå¨ ÷èñòî¨ âàðiàöi¨ àáî êîðåëÿöi¨, òîáòî iäå¨ çìiííî¨ êiëüêîñòi
ó ¨¨ ïî÷àòêîâîìó ïåðåäòåîðåòèêî-ìíîæèííîìó ðîçóìiííi. Íàïðèêëàä, ó òåîði¨ êà-
òåãîðié çìiííèé ñèìâîë x iç îáëàñòþ âàðiàöi¨ X òëóìà÷àòü ÿê òîòîæíó ñòðiëêó
1X i öþ êîíöåïöiþ äàëi íå ïiääàþòü àíàëiçîâi, ÿê ó òåîði¨ ìíîæèí, äå âîíà ¹ ïðî-
ñòî ìíîæèíîþ âïîðÿäêîâàíèõ ïàð âèãëÿäó (x, x). Îòîæ, çìiííà x òåïåð ïðîïîíó¹
iäåþ ÷èñòî¨ âàðiàöi¨ íàä îáëàñòþ, ñàìå òàê, ÿê ìàëîñÿ íà óâàçi ó çâè÷àéíîìó ôóí-
êöiîíàëüíîìó ïîçíà÷åííi f(x). Öåé îñòàííié ôàêò âèðàæà¹òüñÿ ó òåîði¨ êàòåãîðié
�òðèâiàëüíîþ� àêñiîìàòè÷íîþ óìîâîþ

f ◦ 1X = f,

ó ÿêié ñèìâîë x íå ç'ÿâëÿ¹òüñÿ: âîíà ôîðìàëüíî ïîêàçó¹, ùî âàðiàöiÿ ¹ ó ïåâíîìó
ðîçóìiííi ñïðàâæíüîþ (âíóòðiøíüîþ) ñêëàäîâîþ ÷àñòèíîþ êàòåãîði¨.

� íèçêà âåðñié ñïåöèôi÷íî òåîðåòèêî-êàòåãîðíèõ îñíîâ äëÿ ìàòåìàòèêè. Ïåð-
øà âèñóíóòà ó 1965ð. Ëîé¹ðîì. Ó �Êàòåãîði¨ êàòåãîðié ÿê îñíîâi äëÿ ìàòåìàòèêè�
âií ñòâåðäæó¹:

�Ó ìàòåìàòè÷íîìó ðîçâèòêó îñòàííiõ äåñÿòèëiòü ÿñíî áà÷èìî âèíèêíåí-
íÿ ïåðåêîíàííÿ, ùî âàæëèâi âëàñòèâîñòi ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ � öå òi,
ÿêi ìîæíà ñôîðìóëþâàòè ðàäøå â òåðìiíàõ ¨õíüî¨ àáñòðàêòíî¨ ñòðóêòó-
ðè, íiæ â òåðìiíàõ åëåìåíòiâ, ç ÿêèõ, ÿê ââàæàëîñÿ, ñêëàäåíi îá'¹êòè.
Îòîæ, ïðèðîäíî ïîñòà¹ ïèòàííÿ, ÷è ìîæíà äàòè îñíîâó äëÿ ìàòåìàòèêè,
ùî âèðàæà¹ âiäâåðòî öå ïåðåêîíàííÿ ñòîñîâíî òîãî, ïðî ùî ¹ ìàòåìàòè-
êà, i çîêðåìà, â ÿêié êëàñè i ÷ëåíñòâî â êëàñàõ íå ãðàþòü áóäü-ÿêî¨ ðîëi.
Òóò ïiä 'îñíîâîþ' ìè ðîçóìi¹ìî ¹äèíó ñèñòåìó àêñiîì ïåðøîãî ïîðÿä-
êó, ó ÿêèõ ìîæíà îçíà÷èòè âñi çâè÷àéíi ìàòåìàòè÷íi îá'¹êòè i äîâåñòè
âñi ¨õíi çâè÷àéíi ìàòåìàòè÷íi âëàñòèâîñòi. Îñíîâà òîãî ñîðòó, ÿêèé ìè
ìà¹ìî íà óâàçi, î÷åâèäíî áóëà áè çíà÷íî áiëüø ïðèðîäíîþ i ëåãêî âèêî-
ðèñòîâóâàíîþ, íiæ êëàñè÷íà ïðè ðîçâèòêó òàêèõ ïðåäìåòiâ, ÿê àëãåáðà-
¨÷íà òîïîëîãiÿ, ôóíêöiîíàëüíèé àíàëiç, òåîðiÿ ìîäåëåé çàãàëüíèõ àëãå-
áðà¨÷íèõ ñèñòåì i ò.ií. Çðîçóìiëî, áóäü-ÿêà òàêà îñíîâà ìà¹ ðàõóâàòèñÿ
iç òåîði¹þ êàòåãîðié i ôóíêòîðiâ Åéëåíáåðãà-Ìàêëåéíà. Àâòîð ââàæà¹,
ùî íàéáiëüø ïðèéíÿòíèé ñïîñiá ïðèéòè äî îñíîâè, ùî âiäïîâiäà¹ öèì
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âèìîãàì, � ïðîñòî çàïèñóâàòè àêñiîìè, ùî îïèñóþòü âëàñòèâîñòi, ÿêi
ìà¹ iíòó¨òèâíî çðîçóìiëà êàòåãîðiÿ âñiõ êàòåãîðié, ïîêè íå ïðèéäåìî äî
iíòó¨òèâíî âiäïîâiäíîãî (àäåêâàòíîãî) ñïèñêó; îñü, ïî ñóòi, ÿê ïðèéøëè
äî òåîði¨, îïèñàíî¨ íèæ÷å. Ïîòiì ïîâèííi áóòè äîâåäåíi ðiçíîìàíiòíi ìå-
òàòåîðåìè, ùîá äîïîìîãòè âèïðàâäàòè âiä÷óòòÿ âiäïîâiäíîñòi.�

Îòîæ, Ëîé¹ð, çîêðåìà, ïðîïîíó¹ âèêîðèñòàííÿ ïåâíî¨ òåîði¨ ïåðøîãî ïîðÿä-
êó � åëåìåíòàðíî¨ òåîði¨ êàòåãîði¨ êàòåãîðié ÿê îñíîâè äëÿ ìàòåìàòèêè. Òàêà
ïðîïîçèöiÿ íàøòîâõó¹òüñÿ íà òðóäíiñòü çàïåðå÷åííÿ, ÿêå çðîáèâ Ìåéáåðði äî iäå¨
âèêîðèñòàííÿ áóäü-ÿêî¨ àêñiîìàòè÷íî¨ òåîði¨ ÿê îñíîâè äëÿ ìàòåìàòèêè. Ó 1981ð.
Áåëë çàçíà÷èâ ç öüîãî ïèòàííÿ:

�Ó ÿêîìó ðîçóìiííi òåîðiÿ êàòåãîðié ìîãëà áè ñëóæèòè îñíîâîþ äëÿ
ìàòåìàòèêè? ... Ïî-ïåðøå, ñèëüíå ðîçóìiííÿ, ó ÿêîìó âñi ìàòåìàòè÷íi
êîíöåïöi¨, âêëþ÷àþ÷è êîíöåïöi¨ ïîòî÷íèõ ëîãiêî-ìåòàòåîðåòè÷íèõ ðà-
ìîê äëÿ ìàòåìàòèêè, ïîÿñíþâàíi ó òåîðåòèêî-êàòåãîðíèõ òåðìiíàõ. Òå-
ïåð ìåíi çäà¹òüñÿ íåïðàâäîïîäiáíèì, ùî òåîðiÿ êàòåãîðié ¹ àáî ìîãëà
áè áóòè îñíîâîïîëîæíî âiäïîâiäíîþ ó öüîìó ñèëüíîìó ðîçóìiííi. Áî
ðîçãëÿíüòå ìåòàòåîðåòè÷íi ðàìêè, ó ÿêi âêëàäåíà òåîðiÿ êàòåãîðié (àáî
áóäü-ÿêà iíøà òåîðiÿ ïåðøîãî ïîðÿäêó). Öi ðàìêè ìàþòü äâà áàçèñíi
àñïåêòè: êîìáiíàòîðíèé, ÿêèé ìà¹ ñïðàâó iç ôîðìàëüíèìè, ñêií÷åííî
ïðåäñòàâëåíèìè âëàñòèâîñòÿìè íàïèñiâ îõîïëþþ÷î¨ ôîðìàëüíî¨ ìîâè,
i ñåìàíòè÷íèé, ÿêèé ìà¹ ñïðàâó iç òëóìà÷åííÿì i iñòèíîþ âèðàçiâ òî¨
ìîâè. Íi îäèí iç öèõ àñïåêòiâ íå ¹ � ó äàíèé ÷àñ � çâiäíèé äî äðóãîãî.
Ïåðøèé çàéìà¹òüñÿ iíòåíñiîíàëüíèìè (çìiñòîâíèìè) îá'¹êòàìè òàêè-
ìè ÿê äîâåäåííÿ i ïîáóäîâè, ôàêòè÷íå ïðåäñòàâëåííÿ ÿêèõ âèðiøàëüíå,
íàòîìiñòü äðóãèé çàñòîñîâó¹ åêñòåíñiîíàëüíi (òîáòî âèçíà÷óâàíi iç âêà-
çàííÿì îáëàñòi âèçíà÷åííÿ) îá'¹êòè òàêi ÿê êëàñè, iäåíòè÷íiñòü ÿêèõ
âèçíà÷åíà íåçàëåæíî âiä òîãî, ÿê âîíè ìîãëè áóòè ïðåäñòàâëåíi àáî
îçíà÷åíi. Òîìó ÿêùî òåîðiÿ êàòåãîðié ïîâèííà íàäàòè îñíîâó äëÿ ìà-
òåìàòèêè ó ñèëüíîìó ñåíñi, âîíà ìóñèòü çàáåçïå÷èòè ïåðåêîíëèâi îïèñè
îáîõ öèõ àñïåêòiâ. Àëå êàòåãîðiÿ âèçíà÷åíà ÿê êëàñ ïåâíîãî âèäó, à êëà-
ñè ¹ åêñòåíñiîíàëüíèìè, â òîé ÷àñ ÿê êîìáiíàòîðíi îá'¹êòè çàãàëîì íå
¹. Îñêiëüêè íåìà¹ ïðè÷èíè ïðèïóñêàòè, ùî çàäîâiëüíèé îïèñ iíòåíñiî-
íàëüíèõ îá'¹êòiâ ìîæíà äàòè âèêëþ÷íî â òåðìiíàõ åêñòåíñiîíàëüíèõ,
ìåíi çäà¹òüñÿ, ùî òåîðiÿ êàòåãîðié, ÿê âîíà ñôîðìóëüîâàíà ïîòî÷íî â
òåðìiíàõ êëàñiâ, íå â ñòàíi çàáåçïå÷èòè âiðíèé îïèñ ïðèíàéìíi êîìáiíà-
òîðíîãî àñïåêòó. (Çâè÷àéíî, öÿ ñëàáêiñòü ïîäiëÿ¹òüñÿ òåîði¹þ ìíîæèí.)

Ùî ñòîñó¹òüñÿ ñåìàíòè÷íîãî àñïåêòó, íàãàäà¹ìî, ùî òëóìà÷åííÿ âè-
ðàçó êëàñè÷íî¨ ìîâè ïåðøîãî ïîðÿäêó ìiñòèòü ñóòò¹âèì ñïîñîáîì ïî-
ñèëàííÿ íà êëàñè àáî ìíîæèííîñòi (ÿê ìíîæèíè çíà÷åíü çìiííèõ ó
âèðàçi). Çîêðåìà, îñÿãíåííÿ êîíöåïöi¨ ëîãi÷íî¨ iñòèíè äëÿ âèñëîâëåíü
êëàñè÷íèõ ìîâ ïåðøîãî ïîðÿäêó âèìàãà¹, ùîá âæå áóëî îñÿãíåíî êîíöå-
ïöiþ êëàñó. Iíøèìè ñëîâàìè, êîíöåïöiÿ êëàñó åïiñòåìi÷íî (ïiçíàíí¹âî)
ïåðåäó¹ êîíöåïöi¨ (êëàñè÷íî¨) ëîãi÷íî¨ iñòèíè. Òîìó ÿêùî òåîðiÿ êàòå-
ãîðié ïîâèííà ñëóæèòè àâòîíîìíîþ áàçîþ äëÿ êëàñè÷íî¨ ñåìàíòèêè i,
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çîêðåìà, äàâàòè çàäîâiëüíèé íåçàëåæíèé îïèñ ëîãi÷íî¨ iñòèíè, òî ìó-
ñèòü áóòè ìîæëèâî äàòè îïèñ êëàñó (ïðèíàéìíi ïîñòiëüêè, ïîñêiëüêè âií
âêëþ÷åíèé ó âèâåäåííÿ êîíöåïöi¨ ëîãi÷íî¨ iñòèíè) âèêëþ÷íî â òåðìiíàõ
ïîíÿòòÿ êàòåãîði¨ i íå ìàþ÷è â íàÿâíîñòi âæå îçíà÷åíîãî îñòàííüîãî
ïîíÿòòÿ â òåðìiíàõ êëàñiâ. Àëå öå âèäà¹òüñÿ ìåíi äóæå ñóìíiâíèì, òîìó
ùî, íàïåâíî, íåñòðóêòóðîâàíå ïîíÿòòÿ êëàñó ïiçíàíí¹âî ïåðåäó¹ áóäü-
ÿêîìó áiëüø âèñîêî ñòðóêòóðîâàíîìó ïîíÿòòþ ÿê êàòåãîðiÿ: ùîá çíàòè,
ùî òàêå êàòåãîðiÿ, âè ñïåðøó ïîâèííi çíàòè, ùî òàêå êëàñ. Öå çàñòîñî-
âó¹òüñÿ ç âiäïîâiäíèìè çìiíàìè äî ïîíÿòòÿ ôóíêòîðà, ïîÿñíåííÿ ÿêîãî
ìiñòèòü îñÿãíåííÿ iäå¨ îïåðàöi¨.

Ìåíi çäà¹òüñÿ, öi ìiðêóâàííÿ ïîêàçóþòü, ùî òåîðiÿ êàòåãîðié, ÿê âî-
íà ðîçóìi¹òüñÿ ïîòî÷íî, íå çäàòíà ñëóæèòè îñíîâîþ äëÿ ìàòåìàòèêè
ó ñèëüíîìó ðîçóìiííi. Çâè÷àéíî, öå íàâðÿä ÷è äèâíî, îñêiëüêè øèðîêî
âèçíàíî, ùî íiÿêà ¹äèíà îñíîâîïîëîæíà ñõåìà íà äàíèé ÷àñ íå çäàòíà çà-
áåçïå÷èòè ïåðåêîíëèâå ïîÿñíåííÿ êîìáiíàòîðíèõ i òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ
îá'¹êòiâ. ×èì ìè ôàêòè÷íî âîëîäi¹ìî � öå ¹ íåôîðìàëüíà ñèñòåìà áàãà-
òî÷èñëåííèõ îñíîâ iç ðiçíèìè òåîðåòèêî-ìíîæèííèìè i êîìáiíàòîðíèìè
ñêëàäíèêàìè.�

Îäíàê âií âiä÷óâà¹, ùî

�Òåîðiÿ êàòåãîðié � öå áiëüøå, íiæ ùå îäíà ìàòåìàòè÷íà òåîðiÿ. Ïîäiáíî
äî òåîði¨ ìíîæèí, âîíà çàáåçïå÷ó¹ çàãàëüíi ðàìêè äëÿ çàíÿòü iç ìàòåìà-
òè÷íèìè ñòðóêòóðàìè i � çíîâó ïîäiáíî äî òåîði¨ ìíîæèí � âîíà äîñÿãà¹
öüîãî, ïåðåñòóïàþ÷è ÷àñòêîâiñòü ñòðóêòóð. Àëå òåîðiÿ ìíîæèí i òåîðiÿ
êàòåãîðié, ðîáëÿ÷è öå, éäóòü ðiçíèìè øëÿõàìè. Òåîðiÿ ìíîæèí çðèâà¹
ñòðóêòóðó ç îíòîëîãi¨ ìàòåìàòèêè, çàëèøàþ÷è ìíîæèííîñòi áåçñòðó-
êòóðíèõ iíäèâiäiâ, âiäêðèòèõ äî íàêëàäàííÿ íîâî¨ ñòðóêòóðè. Òåîðiÿ
êàòåãîðié, ç iíøîãî áîêó, ïåðåñòóïà¹ ÷àñòêîâó ñòðóêòóðó, íå çðèâàþ÷è
¨¨ ãåòü, à óçàãàëüíþþ÷è ¨¨, òîáòî ïðåä'ÿâëÿþ÷è àêñiîìàòè÷íó çàãàëüíó
òåîðiþ ñòðóêòóðè. Óñïiõ òåîði¨ êàòåãîðié òà ¨¨ çíà÷åííÿ äëÿ îñíîâ çàâäÿ-
÷óþòü âñþäèñóòíîñòi ñòðóêòóð ó ìàòåìàòèöi. Ìîæíà ñêàçàòè, ùî õî÷à
òåîðiÿ êàòåãîðié çàëåæíà âñå-òàêè âiä òåîði¨ ìíîæèí, ÿê îñòàòî÷íîãî
äæåðåëà ìàòåìàòè÷íèõ ñóòíîñòåé, âîíà âñå æ çâiëüíþ¹ ìàòåìàòèêó âiä
÷àñòêîâî¨ ôîðìè, íàêëàäåíî¨ íà íå¨ ðîçãëÿäîì öèõ ñóòíîñòåé ÿê äèñêðå-
òíèõ ìíîæèííîñòåé åëåìåíòiâ.�

Ïîäàëüøà ðîáîòà ç àêñiîìàòèçàöi¨ êàòåãîði¨ Cat êàòåãîðié áóëà âèêîíàíà Áëàí-
êîì i Äîíàäü¹. Ó ¨õíié àêñiîìàòèçàöi¨ ïîêàçàíî, ùî (ìåòà)êàòåãîðiÿ äèñêðåòíèõ îá'-
¹êòiâ (òîáòî äâiéíèê êàòåãîði¨ ìíîæèí) ¹ ïðàâèëüíî âêàçàíèì òîïîñîì. Äîâåäåííÿ
Áëàíêà i Äîíàäü¹ âèêîíàíi ó êëàñè÷íié ëîãiöi i ïðèïóñêàþòü àêñiîìó âèáîðó. Öiêàâî
âèçíà÷èòè, ÷è ¨õíþ ñèñòåìó ìîæíà çàáåçïå÷èòè ïiäõîäÿ÷èì êîíñòðóêòèâíèì ôîð-
ìóëþâàííÿì òàêèì ñïîñîáîì, ùîá êàòåãîðiÿ äèñêðåòíèõ îá'¹êòiâ áóëà åëåìåíòàð-
íèì òîïîñîì. Ïiäõîäÿ÷i êîíñòðóêòèâíi àêñiîìè äëÿ Cat ìîæíà çíàéòè, àíàëiçóþ÷è
¨¨ ñòðóêòóðó ó âiëüíîìó òîïîñi (äèâ. íèæ÷å).

Ùå îäèí ïiäõiä äî òåîðåòèêî-êàòåãîðíèõ îñíîâ ìàòåìàòèêè � ÷åðåç ïîíÿòòÿ
(åëåìåíòàðíîãî) òîïîñà. Õî÷à òåîðiÿ òîïîñiâ çàïî÷àòêîâàíà ó òåîði¨ ïó÷êiâ, ÿêà

40



ñàìà âèíèêëà ç àëãåáðà¨÷íî¨ òîïîëîãi¨ i àëãåáðà¨÷íî¨ ãåîìåòði¨, êîíöåïöiþ òîïîñà
ìîæíà ïîäàòè, ÿê óçàãàëüíåííÿ êîíöåïöi¨ ìíîæèíè. Îòîæ, ïî÷èíà¹ìî iç çíàéîìî¨
êàòåãîði¨ SA, îá'¹êòàìè ÿêî¨ ¹ âñi ìíîæèíè (äëÿ òî÷íîñòi, ó çàäàíié ìîäåëi M
òåîði¨ ìíîæèí) i âñi ñòðiëêè ÿêî¨ ¹ âiäîáðàæåííÿìè (â M) ìiæ ìíîæèíàìè (â M).
Çàóâàæó¹ìî, ùî SA ìà¹ íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1. � 'êiíöåâèé' îá'¹êò 1 òàêèé, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî îá'¹êòà X iñíó¹ ¹äèíà ñòðiëêà
X → 1 (äëÿ 1 ðîáèìî îäíîåëåìåíòíó ìíîæèíó, çîêðåìà {0}).

2. Áóäü-ÿêà ïàðà îá'¹êòiâ A,B ìà¹ äåêàðòiâ äîáóòîê A×B.

3. Äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïàðè îá'¹êòiâ A,B ìîæíà óòâîðèòè ïîêàçíèêîâèé (åêñïîíåíöi-
àëüíèé) îá'¹êò BA âñiõ âiäîáðàæåíü A → B.

4. Iñíó¹ îá'¹êò çíà÷åíü iñòèííîñòi Ω òàêèé, ùî äëÿ êîæíîãî îá'¹êòà X iñíó¹ ïðè-
ðîäíà âiäïîâiäíiñòü ìiæ ïiäîá'¹êòàìè (ïiäìíîæèíàìè) X i ñòðiëêàìè X → Ω.
(Çàìiñòü Ω ìîæíà âçÿòè ìíîæèíó 2 = {0, 1}; ñòðiëêèX → Ω òîäi ¹ õàðàêòåðè-
ñòè÷íèìè ôóíêöiÿìè íà X, à ïîêàçíèêîâèé îá'¹êò ΩX âiäïîâiäà¹ ñòåïåíåâié
ìíîæèíi ìíîæèíè X.)

Âñi ÷îòèðè óìîâè ìîæíà ñôîðìóëþâàòè íà ìîâi ïåðøîãî ïîðÿäêó êàòåãîðié:
êàòåãîðiÿ, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ¨õ, íàçèâà¹òüñÿ (åëåìåíòàðíèì) òîïîñîì. Êîíöåïöiÿ òî-
ïîñà ¹ êîíöåïöi¹þ âåëèêî¨ çàãàëüíîñòi. Íå òiëüêè PA ¹ òîïîñîì, à é, íàïðèêëàä:
(1) êàòåãîðiÿ áóëåâî-çíà÷íèõ ìíîæèí i âiäîáðàæåíü ó áóëåâîìó ðîçøèðåííi ìîäå-
ëi òåîði¨ ìíîæèí; (2) êàòåãîðiÿ ïó÷êiâ àáî ïåðåäïó÷êiâ ìíîæèí íà òîïîëîãi÷íîìó
ïðîñòîði; (3) êàòåãîðiÿ âñiõ äiàãðàì âiäîáðàæåíü ìíîæèí

X0 → X1 → X2 → . . .

Îá'¹êòè êîæíî¨ ç öèõ êàòåãîðié ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìíîæèíè, ÿêi çìiíþþòüñÿ
äåÿêèì ñïîñîáîì: ó âèïàäêó (1) íàä áóëåâîþ àëãåáðîþ, ó âèïàäêó (2) � íàä òî-
ïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì, i ó (3) � íàä äèñêðåòíèì ÷àñîì. (Òîìó íà öié ìîâi ñàìà
êàòåãîðiÿ PA ¹ êàòåãîði¹þ ìíîæèí, ùî �çìiíþþòüñÿ� íàä îäíîòî÷êîâîþ ìíîæè-
íîþ 1.) Öi ïðèêëàäè âêàçóþòü, ùî òîïîñ ìîæíà ðîçóìiòè ÿê êàòåãîðiþ çìiííèõ
ìíîæèí: çíàéîìà êàòåãîðiÿ PA ¹ ãðàíè÷íèì âèïàäêîì, ó ÿêîìó âàðiàöiþ îá'¹êòiâ
ìîæíà çâåñòè äî íóëÿ. Iç öi¹¨ ïðè÷èíè PA íàçèâà¹òüñÿ òîïîñîì ïîñòiéíèõ ìíî-
æèí. Îòîæ, ïîäiáíî äî ïîíÿòòÿ ñàìî¨ êàòåãîði¨, êîíöåïöiÿ òîïîñà âèÿâëÿ¹òüñÿ ùå
îäíèì ïðèêëàäîì äiàëåêòè÷íî¨ ïðîöåäóðè çàìiíè ïîñòiéíîãî çìiííèì.

Ó òîïîñi ïîíÿòòÿ ÷èñòî¨ âàðiàöi¨ ïî¹äíó¹òüñÿ iç ôóíäàìåíòàëüíèìè ïðèíöèïàìè
ïîáóäîâè, ùî âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ó çâè÷àéíié ìàòåìàòèöi ÷åðåç òåîðiþ ìíîæèí, òîáòî
óòâîðåííÿ ïðîäîâæåííÿ ïðåäèêàòà, äåêàðòîâi äîáóòêè i ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè.

Ó òåîði¨ ìíîæèí ¹ ïðèðîäíi �ëîãi÷íi îïåðàöi¨�, âèçíà÷åíi íà îá'¹êòi 2 çíà÷åíü
iñòèííîñòi �òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ� îïåðàöié íà ÷àñòèíàõ îáëàñòåé âèçíà÷åííÿ �
iäåÿ, âïåðøå çðîáëåíà ÿâíîþ Áóëåì. Áàãàòñòâî âíóòðiøíüî¨ ñòðóêòóðè òîïîñà äà¹
çìîãó ïåðåíåñòè öþ âiäïîâiäíiñòü òóäè òàêîæ. Îòîæ, ó áóäü-ÿêîìó òîïîñi E îäåð-
æó¹ìî ïðèðîäíi ñòðiëêè, âèçíà÷åíi íà éîãî îá'¹êòi Ω çíà÷åíü iñòèííîñòi, ïðî ÿêèé
ìîæíà äóìàòè, ÿê ïðî âíóòðiøíüî âèçíà÷åíi �ëîãi÷íi îïåðàöi¨� íà E . Îñêiëüêè öi
ëîãi÷íi îïåðàöi¨ âèçíà÷åíi öiëêîì ó òåðìiíàõ âíóòðiøüî¨ ñòðóêòóðè òîïîñà, òîïîñ
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ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê àïàðàò äëÿ ñèíòåçóâàííÿ ëîãiêè ç ìàòåìàòèêè. Ëîãi÷íi
îïåðàöi¨, ùî âèíèêàþòü öèì ñïîñîáîì, çàãàëîì ïiäïîðÿäêîâóþòüñÿ çàêîíàì iíòó¨-
öiîíiñòñüêî¨ ëîãiêè: çâè÷àéíî ¬ ◦ ¬ ̸= ¬. Ó òîïîñi Ω ¹, çàãàëîì, àëãåáðîþ Ãåéòií à.
(Ó òîïîñi ïó÷êiâ íàä òîïîëîãi÷íèì ïðîñòîðîì X òî÷êè Ω âiäïîâiäàþòü âiäêðèòèì
ìíîæèíàì X. Òîìó Ω ðiäêî ¹ áóëåâîþ àëãåáðîþ ó öüîìó âèïàäêó.) Ñòðóêòóðà Ω
âèçíà÷à¹ (äåòåðìiíó¹) âíóòðiøíþ ëîãiêó îõîïëþþ÷îãî òîïîñà. Êëàñè÷íà äâîâàëåí-
òíà ëîãiêà âèìàãà¹, ùîá Ω ìàëà òiëüêè äâi òî÷êè iñòèíà, õèáà, òàê ùî Ω = 2. Öå
òÿãíåòüñÿ óìîâîþ, ùî áóäü-ÿêå ñïiââiäíîøåííÿ ìîæíà çâåñòè äî ïîñòiéíîñòi òàêèì
ñïîñîáîì: äëÿ áóäü-ÿêèõ f, g : A → B, ÿêùî äëÿ âñiõ 1

x−→A, fx = gx, òî f = g.
(Äîâåäåííÿ: ïðèïóñòèìî U � 1, U ̸= 0 i óòâîðèìî U + U . Òîäi ¹ äâi ðiçíi ñòðiëêè
U → U + U , i çâiäñè ñòðiëêà 1 → U . Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî U = 1.)

Ó òîïîñi, ÿê i â òåîði¨ ìíîæèí, êîæíèé îá'¹êò � i íàñïðàâäi êîæíó ñòðiëêó
� ìîæíà ðîçãëÿäàòè ó ïåâíîìó ðîçóìiííi ÿê ïðîäîâæåííÿ {x : P (x)} äåÿêîãî
ïðåäèêàòà P . Ðiçíèöÿ ìiæ öèìè äâîìà ñèòóàöiÿìè ¹ òà, ùî â òîé ÷àñ ÿê ó òåîðåòèêî-
ìíîæèííîìó âèïàäêó çìiííó x ìîæíà òëóìà÷èòè øëÿõîì çàìiíè, òîáòî ÿê òàêó,
ùî çìiíþ¹òüñÿ íàä iìåíàìè äëÿ iíäèâiäiâ, ó çàãàëüíîìó òîïîñi öå íå òàê: �x� ìóñèòü
ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê ñïðàâæíÿ çìiííà. Òî÷íiøå, â òîé ÷àñ ÿê ó òåîði¨ ìíîæèí ìà¹ìî
ïðàâèëî âèñíîâóâàííÿ

P (a) äëÿ êîæíîãî iíäèâiäà a

∀x P (x)
,

çàãàëîì öå ïðàâèëî íå âèêîíó¹òüñÿ ó âíóòðiøíié ëîãiöi òîïîñà. Ôàêòè÷íî, ïðèïó-
ñêàþ÷è êëàñè÷íó òåîðiþ ìíîæèí, ÿê ìåòàòåîðiþ, ïðàâèëüíiñòü öüîãî ïðàâèëà ó
âíóòðiøíié ëîãiöi òîïîñà âèìóøó¹ éîãî áóòè ìîäåëëþ êëàñè÷íî¨ òåîði¨ ìíîæèí:
öåé ðåçóëüòàò ìîæíà ïiäõîäÿ÷å ïåðåôîðìóëþâàòè ó êîíñòðóêòèâíié ïîñòàíîâöi.

[Âåëèêèé iíòåðåñ ñòàíîâèòü íåùîäàâíié ðîçâèòîê ó ñïiââiäíîøåííi ìiæ òåîði¹þ
êàòåãîðié i òåîði¹þ ìíîæèí � âiäêðèòòÿ Äæîéÿëîì i Ìîåðäiéêîì êîíöåïöi¨ àëãå-
áðè Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ. Öå ïî ñóòi ôîðìóëþâàííÿ òåîði¨ ìíîæèí, áàçîâàíå ðàäøå
íà ìíîæèííèõ îïåðàöiÿõ, íiæ íà âëàñòèâîñòÿõ âiäíîøåííÿ ÷ëåíñòâà. Öèìè äâîìà
îïåðàöiÿìè ¹ îá'¹äíàííÿ i îäíîåëåìåíòíà ìíîæèíà, à àëãåáðè Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ
� öå àëãåáðè äëÿ îïåðàöié öèõ òèïiâ. (Ìiæ iíøèì, ìîæíà çàçíà÷èòè ïîäiáíiñòü
àëãåáð Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ äî �ìåãåòîëîãi÷íîãî� ôîðìóëþâàííÿ Ä.Ëüþiñîì òåîði¨
ìíîæèí.) Äæîéÿë i Ìîåðäiéê ïîêàçóþòü, ùî çâè÷àéíà ñèñòåìà àêñiîì ZF Öåðìåëî-
Ôðåíêåëÿ òåîði¨ ìíîæèí iç ôóíäóâàííÿì ¹ ïî ñóòi îïèñîì (ó òåîðìiíàõ âiäíîøåííÿ
÷ëåíñòâà) âiëüíî¨ àáî ïî÷àòêîâî¨ àëãåáðè Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ, ïðîñòî ÿê àêñiîìè
Ïåàíî äëÿ àðèôìåòèêè îïèñóþòü âiëüíèé àáî ïî÷àòêîâèé ìîíî¨ä íà ãåíåðàòîði.
Öþ iäåþ ìîæíà ïðîäîâæèòè òàê, ùîá îäåðæàòè õàðàêòåðèçàöiþ êëàñó îðäèíàëiâ
ôîí Íåéìàíà, ÿê âiëüíî¨ àëãåáðè Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ ïåâíîãî âèäó. Îòîæ, äîáðå
ôóíäîâàíó òåîðiþ ìíîæèí i òåîðiþ îðäèíàëiâ ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè òåîðåòèêî-
êàòåãîðíî ïðèðîäíèì ñïîñîáîì.]

Òåîðiÿ òîïîñiâ ðîáèòü çíà÷íî áiëüøå, íiæ ïðîñòî ðåîðãàíiçîâó¹ ìàòåìàòè÷íi
ìàòåðiàëè, çàáåçïå÷åíi òåîði¹þ ìíîæèí: ¨¨ ôóíêöiÿ äàëåêî ïåðåâèùó¹ ÷èñòî êîñìå-
òè÷íó. Öå âðàæàþ÷å iëþñòðó¹òüñÿ ðiçíèìè ìîäåëÿìè òîïîñiâ (Spaces) � ñèíòå-
òè÷íî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåîìåòði¨ àáî ãëàäêîãî iíôiíiòåçiìàëüíîãî àíàëiçó. Òóò ¹
ÿâíå ïðåäñòàâëåííÿ âèäó ãëàäêî íåïåðåðâíîãî, ùî âêëþ÷à¹ íåñêií÷åííî ìàëi âå-
ëè÷èíè, ÿêi ïðîñòî íåñóìiñíi iç êëàñè÷íîþ òåîði¹þ ìíîæèí: âèä íåïåðåðâíîãî,
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ÿêèé, ñëîâîì, íå ìîæíà çâåñòè äî äèñêðåòíîãî. Ó öèõ ìîäåëÿõ âñi ïåðåòâîðåííÿ
¹ ãëàäêî íåïåðåðâíèìè, ðåàëiçóþ÷è âèñëiâ Ëåéáíiöà ïðèðîäà íå ðîáèòü ñòðèáêiâ
i ïðîïîçèöi¨ Âåéëÿ ó Ïðèâèäi ìîäàëüíîñòi i ùå äåñü. Ó Spaces âñi ñïiââiäíîøåííÿ
ìiæ îá'¹êòàìè ¹ íåïåðåðâíèìè i ëîãiêà òóò íå ìîæå áóòè áiâàëåíòíîþ. (Òîìó ùî
çâ'ÿçíèé êîíòèíóóì íå ìà¹ íåïîñòiéíèõ íåïåðåðâíèõ âiäîáðàæåíü ó 2, àëå âîëîäi¹
áàãàòüìà íåòðèâiàëüíèìè ÷àñòèíàìè. Òîìó Ω íå ìîæå çáiãàòèñÿ ç 2.) Âñå æ ïðîäîâ-
æåííÿ ïðåäèêàòiâ i iíøi ìàòåìàòè÷íi ïîáóäîâè âñå ùå ìîæíà óòâîðèòè çâè÷àéíèì
ñïîñîáîì (ïiäïîðÿäêîâàíèì iíòó¨öiîíiñòñüêié ëîãiöi). Ùå äâi çàõîïëþþ÷i ðèñè íå-
ïåðåðâíîñòi âèÿâëÿþòü ñåáå. Ïî-ïåðøå, çâ'ÿçíi êîíòèíóóìè ¹ íåðîçêëàäíèìè: íiÿêà
íåïîðîæíÿ ÷àñòèíà çâ'ÿçíîãî êîíòèíóóìà íå ìà¹ �âëàñòèâîãî� äîïîâíåííÿ � ïîðiâ-
íÿéòå iç òâåðäæåííÿì Àíàêñàãîðà ó 450ð. äî í.å., ùî (íåïåðåðâíèé) ñâiò íå ìà¹
÷àñòèí, ÿêi ìîæíà �îáðiçàòè âiññþ�. I, ïî-äðóãå, áóäü-ÿêó êðèâó ìîæíà ðîçãëÿäà-
òè, ÿê íàêðåñëåíó ðóõîì íåñêií÷åííî ìàëîãî äîòè÷íîãî âåêòîðà � ñóòíîñòi, ùî
âòiëþ¹ (êëàñè÷íî íåðåàëiçîâíó) iäåþ ÷èñòîãî íàïðÿìó � îòîæ, äîçâîëÿþ÷è ïðÿ-
ìèé ðîçâèòîê ÷èñëåííÿ i äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåîìåòði¨, ùî âèêîðèñòîâó¹ íiëüïîòåíòíi
íåñêií÷åííî ìàëi êiëüêîñòi. Öi ìàéæå ÷óäåñíi i âñå æ ïðèðîäíi iäå¨, ç ÿêèìè íå
ìîæíà çàéìàòèñÿ çâ'ÿçíî çâåäåííÿì äî äèñêðåòíîãî, àáî ïîíÿòòÿ �ìíîæèíè ðîçði-
çíåíèõ iíäèâiäiâ� (ïîðiâíÿéòå iç Ðàññåëîì, ÿêèé ó Ïðèíöèïàõ ìàòåìàòèêè ðiçêî
çàñóäèâ íåñêií÷åííî ìàëi, ÿê �íå íåîáõiäíi, ïîìèëêîâi i ñàìîñóïåðå÷ëèâi�), ìîæíà
ÿâíî ñôîðìóëþâàòè ó òåîðåòèêî-êàòåãîðíèõ òåðìiíàõ i ðîçâèíóòè, âèêîðèñòîâóþ÷è
ôîðìàëiçì, ÿêèé ïîäiáíèé äî òðàäèöiéíîãî.

Âñòàíîâëåííÿ ñóìiñíîñòi ãëàäêîãî iíôiíiòåçiìàëüíîãî àíàëiçó ïîáóäîâîþ ìîäå-
ëåé òîïîñiâ ¹ äåùî òðóäîìiñòêîþ ñïðàâîþ, çíà÷íî ñêëàäíiøîþ, íiæ ïðîöåñ ïîáóäî-
âè ìîäåëåé äëÿ áiëüø çíàéîìî¨ (äèñêðåòíî¨) òåîði¨ íåñêií÷åííî ìàëèõ, âiäîìî¨ ÿê
íåñòàíäàðòíèé àíàëiç. Áåëë ââàæà¹, ùî ñèòóàöiþ òóò ìîæíà ïîâ'ÿçàòè iç âèêî-
ðèñòàííÿì ñêëàäíîãî ôiëüìîïðîåêòîðà, ùîá ïîêàçàòè ïðîñòå çîáðàæåííÿ (ó öüî-
ìó âèïàäêó çîáðàæåííÿ iäåàëüíî¨ ãëàäêîñòi) àáî iç ÷åðåïíî-ìîçêîâîþ äiÿëüíiñòþ
ìîçêó, çàïëóòàíà íåéðîõiìi÷íà ñòðóêòóðà ÿêîãî ïðèäóìó¹, ÿê ïðåäñòàâèòè ïðîñòi
çîáðàæåííÿ ñâiäîìîñòi. Ñïðàâà â òîìó, ùî õî÷à ïðèñòîñóâàííÿ ãëàäêèõ òîïîñiâ íi
â ÿêîìó âèïàäêó íå ¹ ïðîñòèì ïðîöåñîì, âîíî çàïëàíîâàíå, ùîá çðîçóìiòè ïðîñòi
ïðèíöèïè. Øëÿõ äî ïðîñòîòè ìóñèòü iíêîëè éòè ÷åðåç ñêëàäíå.

Îäíèì iç ïiäõîäiâ äî îñíîâ ìàòåìàòèêè, ùî çàñòîñîâó¹ òåîðiþ òîïîñiâ, ¹ iäåÿ,
ÿêó Áåëë âèñóíóâ êiëüêàíàäöÿòü ðîêiâ òîìó, à ñàìå �ëîêàëüíî¨ ìàòåìàòèêè�. Òóò
ôóíäàìåíòàëüíà iäåÿ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá

�âiäìîâèòèñÿ âiä ¹äèíîãî àáñîëþòíîãî óíiâåðñóìó ìíîæèí, öåíòðàëü-
íîãî â îðòîäîêñàëüíîìó òåîðåòèêî-ìíîæèííîìó âèêëàäi îñíîâ ìàòåìà-
òèêè, çàìiíþþ÷è éîãî ìíîæèííiñòþ ëîêàëüíèõ ìàòåìàòè÷íèõ ðàìîê �
åëåìåíòàðíèõ òîïîñiâ � âèçíà÷åíèõ â òåîðåòèêî-êàòåãîðíèõ òåðìiíàõ.
Òàêi ðàìêè ñëóæèòèìóòü ëîêàëüíèìè çàìiííèêàìè äëÿ êëàñè÷íîãî óíi-
âåðñóìó ìíîæèí. Çîêðåìà, âîíè âîëîäiòèìóòü äîñòàòíüî áàãàòîþ âíó-
òðiøíüîþ ñòðóêòóðîþ, ùîá äàòè çìîãó òëóìà÷èòè ìàòåìàòè÷íi êîíöå-
ïöi¨ i òâåðäæåííÿ â íèõ. Ïîëèøèâøè àáñîëþòíèé óíiâåðñóì ìíîæèí, íi
ìàòåìàòè÷íi êîíöåïöi¨ çàãàëîì áiëüøå íå âîëîäiòèìóòü àáñîëþòíèì çíà-
÷åííÿì, íi ìàòåìàòè÷íi òâåðäæåííÿ � àáñîëþòíèìè çíà÷åííÿìè iñòèííî-
ñòi, à çàìiñòü öüîãî âîëîäiòèìóòü òàêèìè çíà÷åííÿìè iñòèííîñòi òiëüêè
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ëîêàëüíî, òîáòî ùîäî ëîêàëüíèõ ðàìîê.�

I âií ïðîäîâæó¹:

�Òåõíiêà Êîåíà i éîãî íàñòóïíèêiâ ïðèâåëà äî âåëè÷åçíîãî ðîçðîñòàííÿ
ìîäåëåé òåîði¨ ìíîæèí iç ñóòò¹âî ðiçíèìè ìàòåìàòè÷íèìè âëàñòèâîñòÿ-
ìè, ùî ó ñâîþ ÷åðãó ïîðîäèëî òðèâîæíó íåïåâíiñòü â óìàõ òåîðåòè-
êiâ, ÿê iäåíòèôiêóâàòè �ñïðàâæíié� óíiâåðñóì ìíîæèí, àáî ïðèíàéìíi
ùîäî òîãî, ÿêèìè ìàòåìàòè÷íèìè âëàñòèâîñòÿìè âií ïîâèíåí âîëîäiòè.
Ðåçóëüòàò òàêèé, ùî êîíöåïöiÿ ìíîæèíè � ó òàêié ìiði, ÿê âîíà ñõî-
ïëþ¹òüñÿ àêñiîìàìè ïåðøîãî ïîðÿäêó � âèÿâëÿ¹òüñÿ ðàäèêàëüíî íåäî-
âèçíà÷åíîþ. ß ïðîïîíóþ ïðèéíÿòè ðàäèêàëüíî íåäîâèçíà÷åíó ïðèðîäó
êîíöåïöi¨ ìíîæèíè i âiäêèíóòè ïîøóê àáñîëþòíîãî óíiâåðñóìó ìíîæèí
ó ôîðìi, ùî ïðîïîíó¹òüñÿ êëàñè÷íîþ òåîði¹þ ìíîæèí.�

Ïîòiì âií öiëêîâèòî ïîïðîùàâñÿ iç ïîìiðêîâàíiñòþ, ïðîïîíóþ÷è, ùîá çíà÷åííÿ
àáî ïîñèëàííÿ òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ êîíöåïöié áóëî âèçíà÷åíî ëîêàëüíî, òîáòî
â åëåìåíòàðíèõ òîïîñàõ (ÿêi òóò íàçèâàþòüñÿ �ëîêàëüíèìè ðàìêàìè�). Ó òàêîìó
âèïàäêó

�òâåðäæåííÿ òèïó êîíòèíóóì-ãiïîòåçè áiëüøå íå áóäå ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê
âëàñíèê àáñîëþòíîãî, àëå íåâiäîìîãî çíà÷åííÿ iñòèííîñòi, òîìó ùî ¹äè-
íèé óíiâåðñóì ìíîæèí, ÿêèé çà ïðèïóùåííÿì ìàâ çàáåçïå÷èòè òå çíà-
÷åííÿ, áiëüøå íå iñíóâàòèìå. Îäíàê çàçíà÷èìî, ùî õî÷à êîíöåïöiÿ àá-
ñîëþòíî¨ iñòèíè òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ òâåðäæåíü ìóñèòü çíèêíóòè çi
ñöåíè, íà ¨¨ ìiñöi ç'ÿâèòüñÿ òîíøà êîíöåïöiÿ iíâàðiàíòíîñòi, òîáòî ïðà-
âèëüíîñòi ó âñiõ ëîêàëüíèõ ðàìêàõ. Îòîæ, â òîé ÷àñ, ÿê òåîðåìè êîí-
ñòðóêòèâíî¨ àðèôìåòèêè âèÿâëÿòüñÿ âîëîäiþ÷èìè âëàñòèâiñòþ iíâàði-
àíòíîñòi, àêñiîìà âèáîðó àáî êîíòèíóóì-ãiïîòåçà � íi, òîìó ùî âîíè âè-
êîíóâàòèìóòüñÿ ó äåÿêèõ ëîêàëüíèõ ðàìêàõ, à â iíøèõ � íi.�

Òîïîñè � öå ñàìå ìîäåëi äëÿ òåîðié, ñôîðìóëüîâàíèõ ïðèðîäíîþ ìîâîþ òèïiâ
âèñîêîãî ïîðÿäêó, áàçîâàíié íà iíòó¨öiîíiñòñüêié ëîãiöi. Êîæíèé òîïîñ E àñîöiéî-
âàíèé iç òàêîþ ìîâîþ, òèïè ÿêî¨ ïiäõîäÿòü îá'¹êòàì E i ôóíêöiéíi ñèìâîëè ÿêî¨
ïiäõîäÿòü ñòðiëêàì E . ßêùî ó òàêié ìîâi çàäàíî òåîðiþ T , ìîæíà ïîáóäóâàòè (ëî-
êàëüíó òåîðiþ ìíîæèí) òîïîñ ET , ïðàâèëüíèìè âèñëîâëåííÿìè ÿêîãî áóäóòü òî-
÷íî âèñëîâëåííÿ iç T , i íàâïàêè, ÿêùî çàäàíî òîïîñ E , ìîæíà óòâîðèòè òåîðiþ
TE (ìíîæèíó âèñëîâëåíü, iñòèííèõ â E), àñîöiéîâàíèé òîïîñ ÿêî¨ ETE êàòåãîðíî
åêâiâàëåíòíèé äî E .

Áóäü-ÿêèé òîïîñ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ìàòåìàòè÷íó îáëàñòü âèçíà÷åííÿ äè-
ñêóðñó àáî �ñâiò�, ó ÿêîìó ìîæíà òëóìà÷èòè ìàòåìàòè÷íi êîíöåïöi¨ i âèêîíóâàòè
ìàòåìàòè÷íi ïîáóäîâè. Ó òàêîìó âèïàäêó àñîöiéîâàíó ëîêàëüíó òåîðiþ ìíîæèí
ìîæíà òðàêòóâàòè ÿê �êàðòó�, ùî âiäîáðàæà¹ òîé ñâiò. Òî÷íî ÿê âñi êàðòè â àòëàñi
ïîäiëÿþòü ñïiëüíó ãåîìåòðiþ, òàê i âñi ëîêàëüíi òåîði¨ ìíîæèí ïîäiëÿþòü ñïiëüíó
ëîãiêó � iíòó¨öiîíiñòñüêó ëîãiêó òèïiâ.

Ó òîïîñi E ñòðiëêè 1 → Ω ¹ çíà÷åííÿìè iñòèííîñòi òâåðäæåíü, iíòåðïðåòî-
âàíèõ â E . Çàâæäè ¹ ïðèíàéìíi äâà çíà÷åííÿ iñòèííîñòi ⊤,⊥ : 1 → Ω, âiäïîâiäíi
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äî iñòèííîñòi i õèáíîñòi, àëå ìîæå áóòè áiëüøå, íiæ ïðîñòî öi äâà. Òîïîñ, ó ÿêîìó
âîíè ¹ ¹äèíèìè çíà÷åííÿìè iñòèííîñòi, íàçèâà¹òüñÿ áiâàëåíòíèì; öÿ âëàñòèâiñòü
âiäïîâiäà¹ ïîâíîòi àñîöiéîâàíî¨ ëîêàëüíî¨ òåîði¨ ìíîæèí. Îñêiëüêè iñòèíà â òîïî-
ñi âiäïîâiäà¹ äîâiäíîñòi â ëîêàëüíié òåîði¨ ìíîæèí i áiëüøiñòü ëîêàëüíèõ òåîðié
ìíîæèí ¹ íåïîâíèìè, òî ìóñèìî áóòè ãîòîâi ïðèéíÿòè ÿâèùå ïîëiâàëåíòíîñòi,
òîáòî òîé ôàêò, ùî ìàòåìàòè÷íi òâåðäæåííÿ � ñôîðìóëüîâàíi ó ëîêàëüíèõ òåîðiÿõ
ìíîæèí i iíòåðïðåòîâàíi â òîïîñàõ � çàãàëîì âîëîäiòèìóòü çíà÷åííÿìè iñòèííîñòi,
âiäìiííèìè âiä iñòèííîñòi àáî õèáíîñòi.

Òîïîñ i àñîöiéîâàíó äî íüîãî òåîðiþ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê äóàëüíi àñïåêòè òî¨
ñàìî¨ ñóòíîñòi � íàçâåìî ¨¨ ñâiòîì � òîïîñ óòâîðþ¹, òàê ñêàçàòè, éîãî ðå÷îâèíó, à
òåîðiÿ � ôîðìó. Ïîäiáíî äî ðîáîòè âèìèñëó, ðå÷îâèíà ñâiòó öiëêîì âèçíà÷åíà éîãî
ôîðìîþ: íà áóäü-ÿêå (çìiñòîâíå) ïèòàííÿ, ÿêå ìîæíà çàäàòè ïðî ðå÷îâèíó, ìîæíà
âiäïîâiñòè ó ôîðìi àáî, ÿêùî íi (ÿê ó âèïàäêó íåïîâíî¨ òåîði¨), ìóñèìî ðîçãëÿäàòè
éîãî ÿê òàêå, ùî íå ìà¹ âèçíà÷åíî¨ âiäïîâiäi ó äàíîìó ñâiòi. Ïðîñòî ÿê, íàïðèêëàä, ó
Çàìêó Êàôêè áóêâè, ùî çàëèøàþòüñÿ, iìåíi ãîëîâíîãî ãåðîÿ Ê ìóñÿòü çàëèøàòèñÿ
âi÷íî íåâèçíà÷åíèìè, îñêiëüêè íiÿêå âèâ÷åííÿ òåêñòó íiêîëè íå âiäêðè¹ ¨õ, òàê,
àíàëîãi÷íî, 'iñòèííiñòü' àáî 'õèáíiñòü' êîíòèíóóì-ãiïîòåçè çàâæäè çàëèøàòèìóòüñÿ
íåâèçíà÷åíèìè ó ñâiòi, àñîöiéîâàíîìó iç âiëüíîþ êëàñè÷íîþ ëîêàëüíîþ òåîði¹þ
ìíîæèí.

Òåîðiÿ òîïîñiâ ïðèâîäèòü äî óçãîäæåííÿ ìiæ ôîðìàëüíèìè i ñóòò¹âèìè ïîíÿ-
òòÿìè:

Ôîðìàëüíi Ñóòò¹âi

Ëîêàëüíi òåîði¨ ìíîæèí Òîïîñè
×èñòà ëîêàëüíà òåîðiÿ ìíîæèí Âiëüíèé òîïîñ
Äîâiäíiñòü Iñòèíà
Ïîâíîòà Áiâàëåíòíiñòü

Îáìåæóþ÷è óâàãó äî ëiâîãî áîêó öi¹¨ ñõåìè, äiñòà¹ìî ôîðìàëiçì; äî ïðàâîãî �
ðåàëiçì (àáî ïëàòîíiçì). Óçãîäæåííÿ ìiæ ëiâèì i ïðàâèì áîêàìè öi¹¨ ñõåìè ïiäêàçó¹
ìîæëèâiñòü çáëèæåííÿ ìiæ öèìè äâîìà ïðîòèëåæíèìè äîêòðèíàìè, ùî ïðîñòÿãà¹-
òüñÿ íà òi ÷àñòèíè ìàòåìàòèêè, ÿêi ôîðìóëþþòüñÿ ó òîïîñàõ àáî ëîêàëüíèõ òåîðiÿõ
ìíîæèí.

Êîëií Ìàêëàðòi ïðåäñòàâèâ öåíòðàëüíó ÷àñòèíó òåîði¨ òîïîñiâ iç ðiøó÷iñòþ:

�Ñïðàâà â òîìó, ùî òåîðiÿ òîïîñiâ îïèñó¹ îá'¹êòèâíi ñòðóêòóðè. Ñâiò íàâ-
êîëî íàñ ìà¹ ãåîìåòðè÷íó ñòðóêòóðó, ÿêó ìîæíà iäåàëiçóâàòè ó ïîíÿòòÿ
ãëàäêèõ ïðîñòîðiâ i âiäîáðàæåíü, ÿê öå ñïðàâäi áóëî ó êëàñè÷íîìó àíà-
ëiçi íà ñëóæái íüþòîíîâî¨ i ïiçíiøå åéíøòåéíîâî¨ ôiçèêè. Ãëàäêèé òîïîñ
Spaces ôîðìàëiçó¹ öþ ñòðóêòóðó. Ùå îäíà àáñòðàêöiÿ éäå âiä ãåîìåòði¨,
ùîá ïîäèâèòèñÿ íà ñâiò â òåðìiíàõ ÷èñòî¨ ïîòóæíîñòi. Öå êàíòîðîâà òåî-
ðiÿ ìíîæèí, ÿêà ôîðìàëiçîâàíà ó òîïîñi Set. Ùå iíøèé òðàêòó¹ ôóíêöi¨
ÿê ïðîöåäóðè i òîìó âèìàãà¹ âiä íèõ ìàòè àëãîðèòìè. Öå ôîðìàëiçîâà-
íî ó ÷àñòèíi åôåêòèâíîãî òîïîñà Eff . Öå íå ¹ êîíêóðóþ÷i òåîði¨, áiëüø
÷è ìåíø ñóïåðå÷ëèâi: âîíè ¹ àëüòåðíàòèâàìè, ùî ïiäõîäÿòü äî ðiçíèõ
öiëåé. Íåìà¹ çìiñòîâíîãî ïèòàííÿ, ÷è âñi ôóíêöi¨ ç äiéñíî¨ ïðÿìî¨ íà
ñåáå ñïðàâäi ¹ äèôåðåíöiéîâíèìè, ÷è âñi ôóíêöi¨ ç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
íà ñåáå ¹ ðåêóðñèâíèìè. Ðàäøå íàì ïîòðiáíî âèâ÷àòè îáèäâi öi òà iíøi

45



iäåàëiçàöi¨ òà âiäíîøåííÿ ìiæ íèìè, ÷è ìè ìîäåëþ¹ìî ¨õ ó ìíîæèíàõ
òîïîñiâ ÷è ùå ÿêîñü.�

Òåîðiÿ òîïîñiâ çãiäíî iç Ìàêëàðòi ¹ îá'¹êòèâíîþ i â òîé ñàì ÷àñ ïëþðàëiñòè÷íîþ:
òîïîñè iäåàëiçîâàíèì ñïîñîáîì îïèñóþòü îá'¹êòèâíi àñïåêòè ñâiòó, àëå íi îäèí òîïîñ
íå îïèñó¹ ñâiò ó éîãî öiëiñíîñòi. Öå äåùî ñõîæå íà ïîãëÿä Àðiñòîòåëÿ íà ôîðìè:
ñõîïëåíi ðîçóìîì ÷åðåç ïðîöåñ àáñòðàêöi¨ ç ÷óòò¹âèõ îá'¹êòiâ, àëå ÿêi íå äîñÿãàþòü
òèì ñàìèì àâòîíîìíîãî iñíóâàííÿ, îêðåìîãî âiä öèõ îñòàííiõ.

� ðiçíi àíàëîãi¨ ìiæ òåîði¹þ òîïîñiâ i òåîði¹þ âiäíîñíîñòi. �õ ìîæíà ïiäñóìóâàòè
ó íàñòóïíié âiäïîâiäíîñòi:

Òåîðiÿ âiäíîñíîñòi Òåîðiÿ òîïîñiâ

Ãåîìåòðèçàöiÿ ôiçèêè. Êîæíó
ôiçè÷íó âåëè÷èíó ìîæíà ïðåä-
ñòàâèòè ÿê ãåîìåòðè÷íèé îá'¹êò
i êîæíèé ôiçè÷íèé çàêîí âèðà-
çèòè ãåîìåòðè÷íî

Êàòåãîðèçàöiÿ ìàòåìàòèêè. Êîæíó ìàòå-
ìàòè÷íó êîíöåïöiþ i êîæíå ìàòåìàòè÷íå
òâåðäæåííÿ ìîæíà âèðàçèòè êàòåãîðíî

Âiäíîñíiñòü ôiçè÷íèõ êîí-
öåïöié. Ó òåîði¨ âiäíîñíîñòi
ôiçè÷íi âåëè÷èíè òàêi ÿê ìàñà,
äîâæèíà i åíåðãiÿ âèìiðþþòü
ùîäî êîîðäèíàòíî¨ ñèñòåìè
àáî ñèñòåìè âiäëiêó (çâè÷àéíî
iíåðöiéíî¨). Îòîæ, âèìiðÿíi
çíà÷åííÿ öèõ âåëè÷èí íå ¹ àá-
ñîëþòíi, à âèçíà÷åíi ëèøå ùîäî
êîîðäèíàòíî¨ ñèñòåìè, ùîäî
ÿêî¨ çäiéñíþ¹òüñÿ âèìiðþâàííÿ.
Çâè÷àéíî, ó âèïàäêó ìàñè,
íàïðèêëàä, ìîæíà çàïðîâàäèòè
êîíöåïöiþ ìàñè ñïîêîþ, òîáòî
ìàñè, âèìiðÿíî¨ ó êîîðäèíàòíié
ñèñòåìi, ùîäî ÿêî¨ òiëî íåðó-
õîìå. Öå iíâàðiàíòíà âåëè÷èíà,
àëå âñå æ âêëþ÷à¹ ïîñèëàííÿ
íà êîîðäèíàòíó ñèñòåìó, òàê ùî
íàâiòü ¨¨ íå ìîæíà ðîçãëÿäà-
òè ÿê ìiðó àòðèáóòà, öiëêîâèòî
ïðèòàìàííîãî òiëó. Ìàñó ñïîêîþ
ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê àáñîëþòíó
âåëè÷èíó òiëüêè ÿêùî áè iñíó-
âàëà àáñîëþòíà êîîðäèíàòíà
ñèñòåìà (àáñîëþòíèé ïðîñòið),
ùîäî ÿêî¨ òiëî íåðóõîìå. Ïðî-
òå ó òåîði¨ âiäíîñíîñòi íåìà¹
àáñîëþòíîãî ïðîñòîðó, à ëèøå
ïðîñòið-÷àñ.

Âiäíîñíiñòü ìàòåìàòè÷íèõ êîíöåïöié. Ó
òåîði¨ òîïîñiâ ìàòåìàòè÷íi êîíöåïöi¨ i òâåð-
äæåííÿ iíòåðïðåòóþòüñÿ â ëîêàëüíèõ ìàòå-
ìàòè÷íèõ ðàìêàõ, òîáòî òîïîñàõ. Öå ïðè-
âîäèòü äî âiäíîñíîñòi ìàòåìàòè÷íèõ êîíöå-
ïöié, ùî äîáðå iëþñòðó¹òüñÿ ÿâèùåì êàðäè-
íàëüíîãî êîëàïñó (ïàðàäîêñ Ñêîëåìà). Ïðè-
ïóñòèìî, ùî çàäàíà ìíîæèíà I ó òîïîñi S
ïîñòiéíèõ ìíîæèí i I ìà¹ íåçëi÷åííó ïîòó-
æíiñòü â S . Òîäi ìîæíà çñóíóòèñü (äîïóñòè-
ìèì âiäîáðàæåííÿì � äèâ. íèæ÷å) äî íî-
âèõ ëîêàëüíèõ ðàìîê S ′ (áóëåâå ïðîäîâæå-
ííÿ S ), ó ÿêîìó ïîòóæíiñòü I çëi÷åííà. Çãi-
äíî ç öèì ïîòóæíiñòü íåñêií÷åííî¨ ìíîæè-
íè íå ¹ àáñîëþòíîþ, à âèçíà÷åíîþ âiäíîñíî
ëîêàëüíèõ ðàìîê, ùîäî ÿêèõ �âèìiðþ¹òüñÿ�
ïîòóæíiñòü. Ìîæíà, ïåâíî, ïåðåçàïðîâàäè-
òè ñòóïiíü iíâàðiàíòíîñòi öié êîíöåïöi¨, âè-
çíà÷àþ÷è �iñòèííó� ïîòóæíiñòü I, ÿê ¨¨ ïî-
òóæíiñòü ùîäî ïî÷àòêîâèõ ðàìîê S , â ÿêèõ
ðîçìiùåíî I. Àëå öå îçíà÷åííÿ çíîâó ìi-
ñòèòü ïîñèëàííÿ íà ðàìêè i éîãî íå ìîæíà
ðîçãëÿäàòè ÿê òàêå, ùî âèçíà÷à¹ àòðèáóò,
ïðèòàìàííèé I. �äèíà ìîæëèâiñòü, çà ÿêî¨
ïîòóæíiñòü I ìîãëà áè ðîçãëÿäàòèñÿ ÿê àá-
ñîëþòíà, âèíèêíå, êîëè ðàìêè S àáñîëþòíi
àáî óíiâåðñàëüíi (óíiâåðñóì ìíîæèí). Ïðî-
òå òåîðiÿ êàòåãîðié âêàçó¹, ùî òàêi ðàìêè íå
iñíóþòü.
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Äîïóñòèìi çìiíè ëîêàëüíî¨ êî-
îðäèíàòíî¨ ñèñòåìè. Ó ñïåöi-
àëüíié òåîði¨ âiäíîñíîñòi öå ïåðå-
òâîðåííÿ Ëîðåíöà; ó çàãàëüíié �
ãëàäêi âiäîáðàæåííÿ.

Äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ ìiæ ëîêàëüíè-
ìè ðàìêàìè. Ó òåîði¨ òîïîñiâ öå íåïåðåðâíi
âiäîáðàæåííÿ � ãåîìåòðè÷íi ìîðôiçìè. Òî-
÷íî ÿê â àñòðîíîìi¨ çäiéñíþþòü çìiíó êîîð-
äèíàòíî¨ ñèñòåìè, ùîá ñïðîñòèòè îïèñ, íà-
ïðèêëàä, ïëàíåòè, òàê ñòà¹ òàêîæ ìîæëè-
âî ñïðîñòèòè ôîðìóëþâàííÿ ìàòåìàòè÷íî¨
êîíöåïöi¨, çäiéñíþþ÷è çñóâ ìàòåìàòè÷íèõ
ðàìîê. Ðîçãëÿíåìî, íàïðèêëàä, êîíöåïöiþ
�äiéñíîçíà÷íà íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà òîïî-
ëîãi÷íîìó ïðîñòîði X�. Áóäü-ÿêó òàêó ôóí-
êöiþ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê äiéñíå ÷èñëî
(àáî âåëè÷èíó), ùî çìiíþ¹òüñÿ íåïåðåðâíî
íàä X. Òåïåð ðîçãëÿíåìî òîïîñ Sh(X) ïó-
÷êiâ íà X. Òóò âñå çìiíþ¹òüñÿ íåïåðåðâ-
íî íàä X, òîìó çñóâ âiä S äî Sh(X) çâî-
äèòüñÿ äî ðîçìiùåííÿ ñåáå â ðàìêàõ, ÿêi
íiáè-òî ñàìi ðóõàþòüñÿ ðàçîì iç âàðiàöi¹þ
íàä X áóäü-ÿêîãî çàäàíîãî çìiííîãî äiéñíî-
ãî ÷èñëà. Öå ñïðè÷èíÿ¹, ùî éîãî âàðiàöiÿ
íå ïîìi÷à¹òüñÿ â Sh(X); çãiäíî ç öèì âî-
íî ðîçãëÿäà¹òüñÿ ÿê ïîñòiéíå äiéñíå ÷èñëî.
Öèì ñïîñîáîì êîíöåïöiÿ �äiéñíîçíà÷íà íå-
ïåðåðâíà ôóíêöiÿ íà X� ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â
êîíöåïöiþ �äiéñíîãî ÷èñëà�, êîëè iíòåðïðå-
òó¹òüñÿ â Sh(X). Iíøèìè ñëîâàìè, ìîæíà
ñêàçàòè, ùî êîíöåïöiÿ �äiéñíîãî ÷èñëà�, ií-
òåðïðåòîâàíà â Sh(X), âiäïîâiäà¹ êîíöåïöi¨
�äiéñíîçíà÷íî¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ íà X�,
iíòåðïðåòîâàíî¨ â S . Òîìó ó òåîði¨ òîïîñiâ
ìàòåìàòè÷íà êîíöåïöiÿ ìîæå âîëîäiòè ôi-
êñîâàíèì ñåíñîì, àëå çìiííèì ïîñèëàííÿì.
Ñåíñ êîíöåïöi¨ �äiéñíå ÷èñëî� ìîæíà ââà-
æàòè ôiêñîâàíèì çà ¨¨ îçíà÷åííÿì â ëîêàëü-
íié òåîði¨ ìíîæèí, àëå ¨¨ ïîñèëàííÿ çìiíþ-
¹òüñÿ iç ðàìêàìè iíòåïðåòàöi¨.

Iíâàðiàíòíi ôiçè÷íi çàêîíè. Öå
òâåðäæåííÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçè-
êè (íàïðèêëàä, ðiâíÿííÿ Ìà-
êñâåëëà), ÿêi áóäó÷è ñôîðìóëüî-
âàíèìè âiäïîâiäíî, âèêîíóþòüñÿ
â êîæíié ëîêàëüíié êîîðäèíà-
òíié ñèñòåìi.

Iíâàðiàíòíi ìàòåìàòè÷íi çàêîíè. Öå ìà-
òåìàòè÷íi òâåðäæåííÿ, ÿêi âèêîíóþòüñÿ ó
êîæíèõ ëîêàëüíèõ ðàìêàõ, òîáòî òåîðåìè
iíòó¨öiîíiñòñüêî¨ ëîãiêè âèñîêîãî ïîðÿäêó.
Îòîæ, iíâàðiàíòíi ìàòåìàòè÷íi çàêîíè �
öå òi, ùî äîâiäíi êîíñòðóêòèâíî. Òåîðåìà
êëàñè÷íî¨ ëîãiêè, ÿêà íå ¹ òåîðåìîþ iíòó-
¨öiîíiñòñüêî¨ ëîãiêè, (íàïðèêëàä, çàêîí âè-
êëþ÷åíîãî òðåòüîãî) íå âèêîíóâàòèìåòüñÿ
óíiâåðñàëüíî, ÿêùî òiëüêè âîíà íå áóëà ïå-
ðåòâîðåíà â ¨¨ iíòó¨öiîíiñòñüêèé êîðåëÿò,
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íàïðèêëàä,  åäåëåâèì ïåðåêëàäîì. Ïðîöå-
äóðà ïåðåêëàäó êëàñè÷íî¨ â iíòó¨öiîíiñò-
ñüêó ëîãiêó ¹ ìàòåìàòè÷íèì äâiéíèêîì âiä-
ëèâêè ôiçè÷íèõ çàêîíiâ â iíâàðiàíòíó (àáî
êîâàðiàíòíó) ôîðìó.

Iíåðöiéíi êîîðäèíàòíi ñèñòåìè.
Ïðàâèëüíiñòü íüþòîíîâîãî ïåð-
øîãî çàêîíó ðóõó âèäiëÿ¹ iíåð-
öiéíi êîîðäèíàòíi ñèñòåìè ñåðåä
óñiõ ìîæëèâèõ. (Iíåðöiéíà êîîð-

Êëàñè÷íi ëîêàëüíi ðàìêè. Iñòèííiñòü àêñiî-
ìè âèáîðó ó ëîêàëüíèõ ðàìêàõ E òÿãíå, ùî
âíóòðiøíÿ ëîãiêà E ¹ êëàñè÷íîþ. Ëîêàëüíi
ðàìêè, ùî çàäîâîëüíÿþòü àêñiîìó âèáîðó,
òîäi ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê âîëîäiþ÷i ñóòò¹-

äèíàòíà ñèñòåìà � öå òàêà, â
ÿêié ïî÷àòêîâî íåðóõîìå òiëî çà-
ëèøà¹òüñÿ íåðóõîìèì çà óìîâè,
ùî âîíî íå ïiääà¹òüñÿ äi¨ ñèë.)
Öå êëàñè÷íi êîîðäèíàòíi ñèñòå-
ìè, ùî äiþòü ÿê ëîêàëüíi çàìií-
íèêè äëÿ íüþòîíiâñüêîãî àáñî-
ëþòíîãî ïðîñòîðó.

âèìè âëàñòèâîñòÿìè êëàñè÷íî¨ ìîäåëi òåî-
ði¨ ìíîæèí, òîáòî ÿê ëîêàëüíèé çàìiííèê
äëÿ àáñîëþòíîãî óíiâåðñóìó ìíîæèí. Çãi-
äíî ç öèì àêñiîìà âèáîðó âiäïîâiäà¹ ïåð-
øîìó çàêîíó Íüþòîíà, à êëàñè÷íi ëîêàëü-
íi ðàìêè � iíåðöiéíèì êîîðäèíàòíèì ñèñòå-
ìàì.

Íåiíåðöiéíi êîîðäèíàòíi ñèñòå-
ìè. Ó íèõ òiëà ïiääàþòüñÿ ñïîí-
òàííèì çìiíàì øâèäêîñòi.

Íåêëàñè÷íi òîïîñè. Ó íèõ îá'¹êòè ïiääàþ-
òüñÿ âíóòðiøíié �âàðiàöi¨�.

Ëîêàëüíà çàïðîâiäíiñòü iíåðöié-
íî¨ êîîðäèíàòíî¨ ñèñòåìè ó êî-
æíié òî÷öi ïðîñòîðó-÷àñó.

Òåîðåìà Áàððà: êîæíèé òîïîñ (�ðîòåí-
äiêà) ¹ ñþð'¹êòèâíèì îáðàçîì êëàñè÷íîãî
òîïîñà.

Ñïåöiàëüíèé ïðèíöèï âiäíîñíî-
ñòi. Áóäü-ÿêà ïàðà iíåðöiéíèõ
ëîêàëüíèõ êîîðäèíàòíèõ ñèñòåì
åêâiâàëåíòíà ïðè ïåðåòâîðåí-
íÿõ Ëîðåíöà. Öÿ åêâiâàëåíòíiñòü
ñòâåðäæó¹,

Ïðèíöèï åêâiâàëåíòíîñòi äëÿ êëàñè÷íèõ
ðàìîê. Öå òåîðåìà Ëîé¹ðà, ùî áóäü-ÿêà ïà-
ðà êëàñè÷íèõ ëîêàëüíèõ ðàìîê, ïîâ'ÿçà-
íèõ äîïóñòèìèì ïåðåòâîðåííÿì, ¹ êàòåãîð-
íî åêâiâàëåíòíà. Çãiäíî ç öèì ¨õ íå ìîæíà
ðîçðiçíèòè

ùî çàêîíè ôiçèêè åêâiâàëåíòíi â
îáîõ ñèñòåìàõ, òîáòî ¨õ íå ìî-
æíà ðîçðiçíèòè ôiçè÷íèìè çàñî-
áàìè. Ïðèïóñêàëîñÿ, ùî íüþòî-
íiâñüêèé àáñîëþòíèé ïðîñòið
çàáåçïå÷ó¹ óíiâåðñàëüíèé iíåð-
öiéíèé êàðêàñ, íà ÿêèé ïîâèííi
ïîñèëàòèñÿ âñi ôiçè÷íi ÿâèùà.

ìàòåìàòè÷íèìè çàñîáàìè. Ïðèïóñêàëîñÿ,
ùî êëàñè÷íèé óíiâåðñóì ìíîæèí çàáåçïå-
÷ó¹ óíiâåðñàëüíi ðàìêè, íà ÿêi ïîâèííi ïî-
ñèëàòèñÿ âñi ìàòåìàòè÷íi òâåðäæåííÿ i êîí-
öåïöi¨.

Ãëîáàëüíèé ðiìàíiâñüêèé
ïðîñòið-÷àñ/ Êîíòðàñò ìiæ
ãëîáàëüíîþ i ëîêàëüíîþ ôiçè-
êîþ. Ó çàãàëüíié òåîði¨ âiäíî-
ñíîñòi ãëîáàëüíèé ðiìàíiâñüêèé
ïðîñòið-÷àñ óòâîðþ¹ óíiâåðñóì
àáî îáëàñòü, ó ÿêié âñi ôiçè÷íi
ÿâèùà ôàêòè÷íî ç'ÿâëÿþòüñÿ:

Ãëîáàëüíà ìåòàêàòåãîðiÿ Top ëîêàëüíèõ
ðàìîê/ Êîíòðàñò ìiæ ãëîáàëüíîþ i ëî-
êàëüíîþ ìàòåìàòèêîþ. Ó òåîði¨ òîïîñiâ
ãëîáàëüíà ìåòàêàòåãîðiÿ Top ëîêàëüíèõ ðà-
ìîê i äîïóñòèìi ïåðåòâîðåííÿ ¹ óíiâåðñó-
ìîì, ó ÿêîìó �æèâóòü� âñi ðàìêè: ÿê òàêà
âîíà çàìiíþ¹ êëàñè÷íèé óíiâåðñóì ìíîæèí
i óòâîðþ¹ ìåòàòåîðiþ äëÿ ëîêàëüíî¨
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ÿê òàêèé âií çàìiíþ¹ íüþòî-
íiâñüêèé àáñîëþòíèé ïðîñòið i
óòâîðþ¹ âèä îá'¹êòèâíî¨ ìåòàòå-
îði¨ äëÿ ëîêàëüíî¨ ôiçèêè. Ëî-
êàëüíà ôiçèêà � öå âèâ÷åííÿ ôi-
çè÷íèõ ÿâèù, âiäíåñåíèõ äî ëî-
êàëüíèõ êîîðäèíàòíèõ ñèñòåì;
ãëîáàëüíà ôiçèêà � öå âèâ÷å-
ííÿ ãëîáàëüíîãî ðiìàíiâñüêîãî
ïðîñòîðó-÷àñó.

ìàòåìàòèêè. Ëîêàëüíà ìàòåìàòèêà � öå âè-
â÷åííÿ ìàòåìàòè÷íèõ êîíöåïöié, âiäiñëà-
íèõ äî ëîêàëüíèõ ðàìîê; ãëîáàëüíó ìàòå-
ìàòèêó (íà ïðîòèâàãó àáñîëþòíié ìàòåìà-
òèöi) ìîæíà îòîòîæíèòè iç âèâ÷åííÿì Top.
Ïðîòå áðàêó¹ àêñiîìàòèçàöi¨ öi¹¨ ìåòàêàòå-
ãîði¨.

Iäåÿ äîïóñòèìîãî ïåðåòâîðåííÿ ìiæ òîïîñàìè ïðèâîäèòü äî ùå îäíîãî �äiàëå-
êòè÷íîãî� ôåíîìåíà, ÿêèé Áåëë íàçâàâ çàïåðå÷åííÿì ïîñòiéíîñòi. Ïðèïóñòèìî,
ùî çàäàíî òîïîñ S ïîñòiéíèõ ìíîæèí (òîáòî òàêèõ, ùî çàäîâîëüíÿþòü àêñiîìó âè-
áîðó) i äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ ç S ó òîïîñ E : áóäåìî ãîâîðèòè, ùî E âèçíà÷åíî
íàä S . Ïiä �ìíîæèíîþ� ðîçóìiòèìåìî �îá'¹êò S �. Ìîæåìî ðîçãëÿäàòè E ÿê ðàìêè,
ÿêi äiþòü, êîëè îá'¹êòàì E äîçâîëåíî çìiíþâàòèñÿ ïåâíèì ñïîñîáîì: íàïðèêëàä,
êîëè E � öå Sh(X), îá'¹êòàìè E ¹ îá'¹êòè S , ùî �çìiíþþòüñÿ� íåïåðåðâíî íàä âiä-
êðèòèìè ìíîæèíàìè X. Îòîæ, ó ïåðåõîäi âiä S äî E ìè äiàëåêòè÷íî çàïåðå÷ó¹ìî
�ïîñòiéíiñòü� îá'¹êòiâ â E i, ðîáëÿ÷è öå, ïðèâíîñèìî �âàðiàöiþ� àáî �çìiíó� â íîâi
îá'¹êòè E . Êîðîòøå, ó ïåðåõîäi ìè çàïåðå÷ó¹ìî ïîñòiéíiñòü.

Òåïåð ó ïåâíèõ âàæëèâèõ âèïàäêàõ, ó ñâîþ ÷åðãó, ìîæíà ïðîäîâæèòè, ùîá äi-
àëåêòè÷íî çàïåðå÷èòè �âàðiàöiþ� â E i îäåðæàòè íîâi êëàñè÷íi ðàìêè S ∗, â ÿêèõ
ïîñòiéíiñòü çíîâó ïåðåâàæà¹: ìîæíà ââàæàòè, ùî S ∗ âèíèêëî ç S ó äiàëåêòè÷íîìó
ïðîöåñi çàïåðå÷åííÿ çàïåðå÷åííÿ. Çàãàëîì S ∗ íå åêâiâàëåíòíî äî S , i òîìó, çãi-
äíî iç äîáðå âiäîìèì ðåçóëüòàòîì iç òåîði¨ òîïîñiâ, ïåðåõiä âiä E äî S ∗ � äðóãîãî
�çàïåðå÷åííÿ� � íå ìîæå áóòè äîïóñòèìèì ïåðåòâîðåííÿì (àëå ¹ �ëîãi÷íèì� ôóí-
êòîðîì). Îòîæ, äiÿ çàïåðå÷åííÿ çàïåðå÷åííÿ ó òàêîìó ðîçóìiííi ïåðåñòóïà¹ ìåæi
äîïóñòèìîñòi: öå öiíà, ñòÿãíåíà çà âiäíîâëåííÿ ïîñòiéíîñòi ó ïåðåõîäi ïiä êiíåöü äî
S ∗. Öå ìîæíà ââàæàòè ãàðíèì ïðèêëàäîì ãå åëiâñüêîãî Aufhebung � �çíÿòòÿ� àáî
�ñèíòåçó�.

Öåé ÷àñòêîâèé âèä çíÿòòÿ ìîæíà óÿâëÿòè ÿê òàêèé, ùî ëåæèòü â îñíîâi äâîõ
êëþ÷îâèõ äîñÿãíåíü â îñíîâàõ ìàòåìàòèêè � ðîáiíñîíiâñüêîãî íåñòàíäàðòíîãî àíà-
ëiçó i êîåíiâñüêèõ äîâåäåíü íåçàëåæíîñòi ó òåîði¨ ìíîæèí.

ßêùî çàäàíà ìíîæèíà I, êîæíèé åëåìåíò i ∈ I ìîæíà îòîòîæíèòè iç ãîëîâ-
íèì óëüòðàôiëüòðîì Ui = {X ⊂ I : i ∈ X} íàä I. Öå îòîòîæíåííÿ ïiäêàçó¹, ùî
ìîæíà äóìàòè ïðî äîâiëüíi óëüòðàôiëüòðè íàä I, ÿê óçàãàëüíåíi òî÷êè I. Êîëå-
êöiÿ óçàãàëüíåíèõ òî÷îê I óòâîðþ¹ íîâó ìíîæèíó βI (ÿêó òîïîëîãè íàçèâàþòü
êîìïàêòèôiêàöi¹þ Ñòîóíà-×åõà ìíîæèíè I). Îòîòîæíþþ÷è I iç ïiäìíîæèíîþ βI,
íàçèâà¹ìî åëåìåíòè I ñòàíäàðòíèìè òî÷êàìè I, à àëåìåíòè βI − I � iäåàëüíèìè
òî÷êàìè I. ßêùî I íåñêií÷åííà, âîíà çàâæäè ìà¹ iäåàëüíi òî÷êè.

Òåïåð ðîçãëÿíåìî òîïîñ S I ìíîæèí, ùî çìiíþþòüñÿ íàä I. Îá'¹êòè S I � ÿêi ìè
íàçèâàòèìåìî çìiííèìè ìíîæèíàìè � öå I-iíäåêñîâàíi ñiìåéñòâà ìíîæèíX = ⟨Xi :
i ∈ I⟩. 'Åëåìåíò' çìiííî¨ ìíîæèíè X � öå I-iíäåêñîâàíå ñiìåéñòâî x = ⟨xi : i ∈ I⟩
òàêå, ùî xi ∈ Xi äëÿ âñiõ i ∈ I, òîáòî ôóíêöiÿ âèáîðó íà X. Îòîæ, äåêàðòiâ äîáóòîê∏
i∈I

Xi � öå ìíîæèíà 'åëåìåíòiâ' çìiííî¨ ìíîæèíè X.
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Êîæíà (ïîñòiéíà) ìíîæèíà A àñîöiéîâàíà iç çìiííîþ ìíîæèíîþ Â, çàäàíîþ
ôóíêöi¹þ íà I iç ïîñòiéíèì çíà÷åííÿì A. Ìíîæèíîþ åëåìåíòiâ Â ¹ AI . Âiäîáðà-
æåííÿ A 7→ Â, X 7→

∏
i∈I

Xi âèçíà÷àþòü äîïóñòèìå ïåðåòâîðåííÿ iç S â S I .

ßêùî çàäàíî åëåìåíò i0 ∈ I, ìîæåìî çàòðèìàòè âàðiàöiþ áóäü-ÿêî¨ çìiííî¨ ìíî-
æèíè X, îöiíþþ÷è â i0, òîáòî ðîçãëÿäàþ÷è Xi0 . ßêùî çàñòîñóâàòè öå, çîêðåìà, äî
ìíîæèíè AI 'åëåìåíòiâ' çìiííî¨ ìíîæèíè Â, òîáòî ÿêùî ìè îöiíèìî êîæíèé òàêèé
'åëåìåíò' â i0, òî ïðîñòî âiäíîâèìî A. Òîìó ó òàêîìó âèïàäêó, ÿêùî ìè çàïåðå-
÷ó¹ìî ïîñòiéíiñòü (åëåìåíòiâ) A, ïåðåõîäÿ÷è äî ìíîæèíè AI (çìiííèõ) åëåìåíòiâ
A, à ïîòiì çàïåðå÷ó¹ìî âàðiàöiþ òèõ îñòàííiõ, îöiíþþ÷è ó ñòàíäàðòíié òî÷öi I,
ìè çðîáèëè ïîâíå êîëî. Îäíàê ñèòóàöiÿ ðiøó÷å iíàêøà, êîëè îöiíêà çðîáëåíà â
iäåàëüíié òî÷öi I.

ßêùî çàäàíî iäåàëüíó òî÷êó U ìíîæèíè I, òîáòî íåãîëîâíèé óëüòðàôiëüòð íàä
I, ÿê 'îöiíèòè' ôóíêöi¨ ç AI â U? Iç öi¹þ ìåòîþ çàóâàæèìî, ùî ðåçóëüòàò îöiíþ-
âàííÿ â ñòàíäàðòíié òî÷öi i0 ìíîæèíè I ïî ñóòi òîé ñàìèé, ùî é îòîòîæíåííÿ
ôóíêöié ç AI , êîëè ¨õíi çíà÷åííÿ â i0 ñïiâïàäàþòü, òîáòî íàêëàäàííÿ óìîâè, ùî
äëÿ f, g ∈ AI

f ≈i0 g ÿ.ò.ÿ. f(i0) = g(i0) ÿ.ò.ÿ. {i ∈ I : f(i) = g(i)} ∈ Ui0 .

Îñòàííþ åêâiâàëåíòíiñòü âèêîðèñòîâóþòü ÿê áàçó äëÿ îöiíþâàííÿ ôóíêöié iç AI â
iäåàëüíié òî÷öi U ìíîæèíè I. Òîáòî âèçíà÷àþòü

f ≈U g ÿ.ò.ÿ. {i ∈ I : f(i) = g(i)} ∈ U.

Òîäi ðåçóëüòàò 'îöiíþâàííÿ' âñiõ ôóíêöié iç AI â U ¹ ìíîæèíîþ A∗ êëàñiâ åêâiâà-
ëåíòíîñòi AI çà ìîäóëåì ≈U . Äîáðå âiäîìî, ùî ÿêùî I íåñêií÷åííà (i U � iäåàëüíà
òî÷êà I), òî A∗ íå ìîæå ñïiâïàäàòè iç A. Çîêðåìà, ÿêùî, íàïðèêëàä, A ¹ äiéñíîþ
ïðÿìîþ R, òî R∗ ìàòèìå òàêi ñàìi åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi ÿê R, àëå íà äîäà÷ó
ìàòèìå íîâi 'íåñêií÷åííi' i 'íåñêií÷åííî ìàëi' åëåìåíòè. Òîáòî R∗ áóäå íåñòàíäàð-
òíîþ ìîäåëëþ äiéñíèõ ÷èñåë. Öå, ïî ñóòi, áàçà íåñòàíäàðòíîãî àíàëiçó Ðîáiíñîíà.

Êîðîòøå êàæó÷è, ìè äiñòàëè ðîáiíñîíiâñüêi íåñêií÷åííî ìàëi 'çíÿòòÿì': ñïåðøó
çàïåðå÷óþ÷è ïîñòiéíiñòü êëàñè÷íî¨ äiéñíî¨ ïðÿìî¨, à ïîòiì çàïåðå÷óþ÷è îòðèìàíó
âàðiàöiþ çàòðèìàííÿì ¨¨ â iäåàëüíié òî÷öi.

ßêùî òåïåð çàòðèìà¹ìî âàðiàöiþ âñiõ îá'¹êòiâ S I îäíî÷àñíî â iäåàëüíié òî÷öi
ìíîæèíè I, òî îäåðæèìî íîâèé ïîñòiéíèé òîïîñ S ∗ (óëüòðàñòåïiíü àáî çáiëüøåí-
íÿ S ), ÿêèé ìà¹ òàêi ñàìi åëåìåíòàðíi âëàñòèâîñòi ÿê S . Òàê öåé ïðèêëàä 'çíÿòòÿ'
ïðèâîäèòü äî ïîñòiéíîãî òîïîñà, ÿêèé õî÷à íå òîòîæíèé iç S , âñå æ âíóòðiøíüî
íåâiäðiçíþâàíèé âiä íüîãî. Íà ïðîòèâàãó öüîìó âñÿ ìåòà òåõíiêè Êîåíà ó òåîði¨
ìíîæèí ïîëÿãà¹ â òîìó, ùîá âèðîáèòè íîâi ïîñòiéíi òîïîñè, ÿêi âíóòðiøíüî âiäði-
çíþâàíi âiä S .

Íåõàé P � ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà; äóìàéòå ïðî åëåìåíòè P , ÿê ïðî
ñòàäi¨ çíàííÿ, i p ≤ q îçíà÷à¹, ùî q ¹ ãëèáøà (àáî, ó áóäü-ÿêîìó âèïàäêó, ïiçíiøà)
ñòàäiÿ çíàííÿ, íiæ p. Ìíîæèíà, ùî çìiíþ¹òüñÿ íàä P � öå âiäîáðàæåííÿ X, ÿêå
ïðèïèñó¹ êîæíîìó p ∈ P ìíîæèíó X(p) i êîæíié ïàði p, q ∈ P òàêié, ùî p ≤ q, �
òàêå âiäîáðàæåííÿ Xpq : X(p) → X(q), ùî Xpr = Xqr ◦ Xpq, ÿê òiëüêè p ≤ q ≤ r.
Íåõàé E � òîïîñ, âèçíà÷åíèé íàä S � îá'¹êòàìè ÿêîãî ¹ âñi ìíîæèíè, ùî çìiíþþòüñÿ
íàä P (i â ÿêîìó ñòðiëêà f : X → Y � öå êîëåêöiÿ âiäîáðàæåíü Fp : X(p) → Y (p)
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òàêèõ, ùî fq ◦ Xpq = Ypq ◦ fp äëÿ p ≤ q). Ïðî îá'¹êòè E ìîæíà äóìàòè ÿê ïðî
ìíîæèíè, ùî çìiíþþòüñÿ íàä ñòàäiÿìè çíàííÿ, çiáðàíèìè â P .

Â E ðîçãëÿíåìî îá'¹êòè X, äëÿ ÿêèõ X(p) ⊆ X(q) i Xpq � âiäîáðàæåííÿ âêëàäåí-
íÿ äëÿ p ≤ q. Òàêèé îá'¹êò íàçèâà¹òüñÿ ìíîæèíîþ, ùî ïîñòóïîâî çìiíþ¹òüñÿ íàä
P . ßêùî äóìàòè ïðî X(p) ÿê ïðî êîëåêöiþ åëåìåíòiâ çìiííî¨ ìíîæèíè X, îäåðæà-
íèõ íà ñòàäi¨ p, òî óìîâà 'ïîñòóïîâîñòi' íà X îçíà÷à¹, ùî íiÿêi îäåðæàíi åëåìåíòè
íiêîëè íå âòðà÷àþòüñÿ. Äëÿ p ∈ P i ìíîæèí X,Y , ùî çìiíþþòüñÿ ïîñòóïîâî íàä
P , ïèøåìî

p |⊢ X ⊆ Y

çàìiñòü

∀q ≥ p ∀x ∈ X ∃r ≥ q [x ∈ Y (r)],

òîáòî íà çàäàíié ñòàäi¨ p îá'¹êò X ó êiíöåâîìó ïiäñóìêó ñïiâïàäà¹ ç Y .
Äâà åëåìåíòè p, q ∈ P ¹ ñóìiñíi, ÿêùî ∃r ∈ P [p ≤ r&q ≤ r]. Ìíîæèíà ñóìiñíèõ

åëåìåíòiâ P íàçèâà¹òüñÿ òiëîì çíàííÿ. Òiëî çíàííÿ ïîâíå, ÿêùî, ÿê òiëüêè p ∈ P
ñóìiñíå ç êîæíèì ÷ëåíîì K, òî p íàëåæèòü äî K.

Äëÿ çàäàíîãî ïîâíîãî òiëà çíàííÿK âèçíà÷èìî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi ∼K

íà êîëåêöi¨ ìíîæèí, ùî ïîñòóïîâî çìiíþþòüñÿ íàä P , òàê:

X ∼K Y ↔ ∃p ∈ K [p |⊢ X ⊆ Y ].

Îòîæ, X ∼K Y îçíà÷à¹, ùî íàøå òiëî çíàííÿ K êàæå íàì, ùî X i Y ó êiíöåâîìó
ïiäñóìêó ñïiâïàäàþòü. Êîëåêöiÿ êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi çà ìîäóëåì ∼K ïîñòóïî-
âî çìiííèõ ìíîæèí óòâîðþ¹ îá'¹êòè íîâîãî ïîñòiéíîãî òîïîñà S ∗, ÿêèé, çàãàëîì,
¹ âíóòðiøíüî âiäðiçíþâàíèé âiä S ó òîìó ðîçóìiííi, ùî âií íå ïîäiëÿ¹ âñiõ åëå-
ìåíòàðíèõ âëàñòèâîñòåé S : S ∗ ôàêòè÷íî ¹ (ìîæëèâî íåñòàíäàðòíèì) êîåíiâñüêèì
ïðîäîâæåííÿì S .

Êîðîòøå êàæó÷è, òîïîñ E îäåðæàíèé iç S çàïåðå÷åííÿì ïîñòiéíîñòi ó äîçâîëi
âàðiàöi¨ àáî 'çðîñòàííi' ïî ñòàäiÿõ çíàííÿ, à êîåíiâñüêå ïðîäîâæåííÿ S ∗ îäåðæàíå iç
(îá'¹êòiâ, ùî ïîñòóïîâî çìiíþþòüñÿ â) E , çâåðòàþ÷èñü äî ïîâíîãî òiëà çíàííÿ, ùîá
âèçíà÷èòè îñòàòî÷íi òîòîæíîñòi ìiæ çìiííèìè ìíîæèíàìè, òîáòî çàïåðå÷èòè ¨õíþ
âàðiàöiþ. Òóò ïåðåõiä âiä S äî S ∗ � 'çíÿòòÿ' � çáåðiãà¹ äåÿêi iç ïðèíöèïiâ, àñîöiéî-
âàíèõ iç ïîñòiéíiñòþ ìíîæèí (íàïðèêëàä, àêñiîìà âèáîðó, êëàñè÷íà ëîãiêà), àëå, ÿê
âiäìiííî ïîêàçàâ Êîåí, ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíó ìíîæèíó P ìîæíà âèáðàòè òàêèì
ñïîñîáîì � òåïåð çíàéîìèì êîæíîìó ìíîæèííîìó òåîðåòèêó � ùîá  àðàíòóâàòè,
ùî iíøi òàêi ïðèíöèïè (íàïðèêëàä, àêñiîìà êîíñòðóêòèâíîñòi, êîíòèíóóì-ãiïîòåçà)
ïîðóøåíi ó öüîìó ïåðåõîäi. Ó ïåðåõîäi âiä S äî E (çàïåðå÷åííÿ ïîñòiéíîñòi) êëà-
ñè÷íà áiâàëåíòíà ëîãiêà S çàìiíåíà iíòó¨öiîíiñòñüêîþ ïîëiâàëåíòíîþ ëîãiêîþ E .
Íàòîìiñòü ïåðåõiä âiä E äî S ∗ ('çàïåðå÷åííÿ çàïåðå÷åííÿ') âiäíîâëþ¹ êëàñè÷íó
ëîãiêó i äåÿêi, àëå íå âñi ïðèíöèïè, àñîöiéîâàíi iç ïîñòiéíiñòþ.

Òåïåð ìè ìîãëè áè óòðèìàòèñÿ âiä âèêîíàííÿ çâîðîòíîãî ïåðåõîäó äî ïîñòié-
íîñòi (òîáòî äðóãîãî 'çàïåðå÷åííÿ') i çàìiñòü öüîãî çàëèøàòèñÿ â òîïîñi E çìiííèõ
ìíîæèí. Òåîðåòèêî-ìíîæèííi äîâåäåííÿ íåçàëåæíîñòi ìîæíà îäåðæàòè, âèâ÷àþ-
÷è óâàæíî âíóòðiøíi âëàñòèâîñòi E (òî÷íiøå, çàñòîñîâóþ÷è ìåòîä Ñêîòòà-Ñîëîâåÿ
çàìiíè E íà àñîöiéîâàíèé äî íüîãî áóëåâèé òîïîñ ïó÷êiâ ïîäâiéíîãî çàïåðå÷åííÿ).

51



ßêùî ìè ïîãîäèìîñÿ áiëüø çàãàëüíî óòðèìóâàòèñÿ âiä ïîâåðíåííÿ äî ïîñòiéíî-
ñòi, òî ïî÷èíàþòü âèíèêàòè äåÿêi ïî-ñïðàâæíüîìó âðàæàþ÷i ìîæëèâîñòi. Íàïðè-
êëàä, ó ïåâíèõ áiëüø ðàäèêàëüíèõ âèáîðàõ òîïîñà E çìiííèõ ìíîæèí (ó ÿêîìó
ìíîæèíè çìiíþþòüñÿ íàä ïåâíîþ êàòåãîði¹þ êiëåöü ïðèðîäíèì ñïîñîáîì) ÷àñòèíà
∆ = {x : x2 = 0} äiéñíî¨ ïðÿìî¨, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç íiëüêâàäðàòíèõ íåñêií÷åí-
íî ìàëèõ, ¹ íåâèðîäæåíîþ, i áiëüøå òîãî, êîæíå âiäîáðàæåííÿ íà äiéñíié ïðÿìié
iíôiíiòåçiìàëüíî àôiííå íà ∆, i çâiäñè ãëàäêå: îòîæ, E ¹ ìîäåëëþ ãëàäêîãî iíôiíi-
òåçiìàëüíîãî àíàëiçó. Öå îäíà iç íàãîðîä, ÿêi ùå çàëèøàþòüñÿ â ðàìêàõ çìiííèõ
ìíîæèí, ðiøó÷å ïðèñòîñîâóþ÷è ëîêàëüíó òî÷êó çîðó, ó ÿêié âëàäà ïîñòiéíîñòi i
êëàñè÷íî¨ ëîãiêè ïîñëàáëåíà.

Ðåçþìóþ÷è, çàìiíà àáñîëþòíî¨ íà ëîêàëüíó ìàòåìàòèêó, íà äóìêó Áåëëà, ïðè-
âîäèòü äî ðåçóëüòàòó ó çíà÷íîìó âèãðàøi â ãíó÷êîñòi çàñòîñóâàííÿ ìàòåìàòè÷íèõ
iäåé i òîìó ïðîïîíó¹ ìîæëèâiñòü çàáåçïå÷åííÿ ïåðåêîíëèâîãî ïîÿñíåííÿ ¨õíüî¨ �íå-
çáàãíåííî¨ åôåêòèâíîñòi�. Òîìó ùî òåïåð çàìiñòü òîãî, ùîá áóòè çìóøåíèìè âêëà-
äàòè iíòó¨òèâíî çàäàíó êîíöåïöiþ íà ïðîêðóñòîâå ëîæå àáñîëþòíî¨ ìàòåìàòèêè iç
ñóïóòíèì ñïîòâîðåííÿì çìiñòó, ìè âiëüíi âèáðàòè ëîêàëüíó ìàòåìàòèêó, ïðèðîäíî
ïiäiáðàíó, ùîá âèðàçèòè i ðîçâèíóòè êîíöåïöiþ. Äî òi¹¨ ìiðè, ùî çàäàíà êîíöåïöiÿ
âòiëþ¹ àñïåêòè íàøîãî äîñâiäó ñïðàâæíüîãî ñâiòó, òàê ñàìî i àñîöiéîâàíà ëîêàëüíà
ìàòåìàòèêà; åôåêòèâíiñòü îñòàííüî¨, òîáòî ¨¨ âiäïîâiäíiñòü iç îá'¹êòèâíîþ ðåàëüíi-
ñòþ, âòðà÷à¹ ñâîþ íàäìiðíiñòü i çàìiñòü öüîãî ñòà¹ ðåçóëüòàòîì ïðîåêòó.

Òàê ëîêàëüíà iíòåðïðåòàöiÿ ìàòåìàòèêè, ùî ìà¹òüñÿ íà óâàçi â òåîði¨ êàòåãîðié,
òiñíî óçãîäæó¹òüñÿ iç íåâèñëîâëåíîþ âiðîþ áàãàòüîõ ìàòåìàòèêiâ, ùî ¨õíÿ íàóêà
â êiíöi êiíöiâ ìà¹ ñïðàâó íå ç àáñòðàêòíèìè ìíîæèíàìè, à iç ñòðóêòóðîþ ñïðàâ-
æíüîãî ñâiòó.

∗

Ëàìáåê i Ñêîòò çàõèùàþòü ïðèéíÿòòÿ âiëüíîãî òîïîñà � åëåìåíòàðíîãî òîïîñà,
ïîðîäæåíîãî ÷èñòîþ òåîði¹þ òèïiâ � ÿê âiäïîâiäíî¨ îñíîâè äëÿ ìàòåìàòèêè. Òóò
ïiä òåîði¹þ òèïiâ ðîçóìiþòü áóäü-ÿêó ñèñòåìó iíòó¨öiîíiñòñüêî¨ ëîãiêè âèñîêîãî
ïîðÿäêó, ùî ìiñòèòü òèï N äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë i â ÿêié âèêîíóþòüñÿ àêñiî-
ìè Ïåàíî äëÿ àðèôìåòèêè. ×èñòà òåîðiÿ òèïiâ íå ìiñòèòü íiÿêèõ òèïiâ, âèðàçiâ i
ïðèïóùåíü, êðiì òèõ, ÿêi âîíà ïîâèííà ìiñòèòè ÿê òåîðiÿ òèïiâ. Ëàìáåê i Ñêîòò íà-
çèâàþòü ìîäåëëþ áóäü-ÿêèé òîïîñ E , ÿêèé ïîäiáíèé äî çâè÷àéíî¨ êàòåãîði¨ ìíîæèí
òèì, ùî çàäîâîëüíÿ¹ íàñòóïíi óìîâè:

1. íiÿêà ñóïåðå÷íiñòü íå âèêîíó¹òüñÿ â E ;

2. ÿêùî p ∨ q âèêîíó¹òüñÿ â E , òî p âèêîíó¹òüñÿ â E àáî q âèêîíó¹òüñÿ;

3. ÿêùî ∃x ∈ A φ(x) âèêîíó¹òüñÿ â E , òî iñíó¹ òàêà ñóòíiñòü òèïó A â E , ùî φ(a)
âèêîíó¹òüñÿ â E .

Ëàìáåê i Ñêîòò ïîêàçàëè, ùî âiëüíèé òîïîñ ¹ ìîäåëëþ ó öüîìó ðîçóìiííi. Âîíè
áà÷àòü ìîäåëi ÿê ìîæëèâi ìàòåìàòè÷íi ñâiòè, ïðèéíÿòíi òèì, êîãî âîíè íàçèâà-
þòü �ïîìiðêîâàíèìè� iíòó¨öiîíiñòàìè. Âîíè ñòâåðäæóþòü, ùî ñåðåä öèõ ìîäåëåé
âiëüíèé òîïîñ âèäiëÿ¹òüñÿ ÿê âèä iäåàëüíîãî ñâiòó ó ïëàòîíiñòñüêîìó ðîçóìiííi.
Çàçíà÷àþ÷è, ùî ïîáóäîâà âiëüíîãî òîïîñà ¹ ìîâíîþ (éîãî îá'¹êòè ¹ âèðàçàìè ìîâè
÷èñòî¨ òåîði¨ òèïiâ), âîíè ñòâåðäæóþòü, ùî â íüîìó ïðèìèðåíi òðè ñóïåðíè÷àþ÷i
òðàäèöiéíi ôiëîñîôi¨:
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• iíòó¨öiîíiçì, çãiäíî ç ÿêèì òiëüêè ïiçíàâàíi òâåðäæåííÿ iñòèííèìè;

• ïëàòîíiçì (àáî ðåàëiçì), êîòðèé ñòâåðäæó¹, ùî ìàòåìàòè÷íi âèðàçè ïîñèëà-
þòüñÿ íà ñóòíîñòi, iñíóâàííÿ ÿêèõ íåçàëåæíå âiä çíàííÿ, ÿêå ìè ìà¹ìî ïðî
íèõ;

• ôîðìàëiçì, ãîëîâíà óâàãà ÿêîãî íà âèðàçàõ ôîðìàëüíî¨ ìîâè ìàòåìàòèêè.

Ðîçóìíî ââàæàòè âiëüíèé òîïîñ ïðèìèðåííÿì iíòó¨öiîíiçìó i ôîðìàëiçìó. Íà-
òîìiñòü òâåðäæåííÿ, ùî âií âòiëþ¹ òàêîæ ïëàòîíiçì àáî ðåàëiçì, âèäà¹òüñÿ ñóìíiâ-
íèì. Òîìó ùî ñóòò¹âèì ñêëàäíèêîì ðåàëiçìó ¹ êëàñè÷íà ëîãiêà, à ëîãiêà âiëüíîãî
òîïîñà íå ¹ êëàñè÷íîþ. Âiëüíèé áóëiâñüêèé òîïîñ B0 âèäàâàâñÿ áè �iäåàëüíèì ñâi-
òîì� äëÿ ïëàòîíiñòà, àëå âií íå ¹ ìîäåëëþ ó ðîçóìiííi Ëàìáåêà i Ñêîòòà. I â òîé
÷àñ ÿê B0 ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê �ïðèìèðåííÿ� ïëàòîíiçìó i ôîðìàëiçìó, ïðèíàéìíi
ó ñëàáêîìó ðîçóìiííi, íàâðÿä ÷è ìîæíà òâåðäèòè, ùî âií ïðèìèðþ¹ òàêîæ iíòó¨-
öiîíiçì, îñêiëüêè éîãî âíóòðiøíÿ ëîãiêà ¹ êëàñè÷íîþ.

∗

Ïåðåõîäèìî íàïðèêiíöi äî iäå¨ êîíñòðóêòèâíî¨ òåîði¨ òèïiâ (ÊÒÒ) ÿê òàêî¨,
ùî çàáåçïå÷ó¹ îñíîâó äëÿ ìàòåìàòèêè. Ñàìà ðàííÿ òåîðiÿ òèïiâ Ðàññåëà áóëà ïðè-
çíà÷åíà çàáåçïå÷èòè îñíîâó äëÿ ìàòåìàòèêè, àëå âií áóâ, òàê ñêàçàòè, �âèìóøå-
íèé� äî ïðèéíÿòòÿ òåîðåòèêî-òèïîâî¨ ïîçèöi¨, ùîá óíèêíóòè ïàðàäîêñiâ. (Äî íüîãî
Ôðå å, íå çíàþ÷è ïðî ïàðàäîêñè, ïðèïóñêàâ, ùî òèïóâàííÿ íå áóëî íåîáõiäíèì,
ïðèíàéìíi ïîñòiëüêè, ïîñêiëüêè éøëîñÿ ïðî óíiâåðñóì îá'¹êòiâ.) Iäåÿ òèïóâàííÿ,
ÿê ïðèðîäíèé ôàêò ëîãi÷íîãî æèòòÿ, áóëà óñâiäîìëåíà Ã.Âåéëåì ó Das Kontinuum
(1919), ùî ðîçïî÷èíà¹òüñÿ òàê:

�Ñóäæåííÿ ñòâåðäæó¹ ñòàí ñïðàâ. ßêùî öåé ñòàí ñïðàâ îäåðæó¹òüñÿ, òî
ñóäæåííÿ iñòèííå; iíàêøå âîíî íåiñòèííå. Ñòàíè ñïðàâ, ÿêi ìiñòÿòü (ìà-
þòü íà óâàçi) âëàñòèâîñòi, ¹ îñîáëèâî öiêàâèìè... Ñóäæåííÿ, ùî ìiñòèòü
âëàñòèâîñòi, ñòâåðäæó¹, ùî ïåâíèé îá'¹êò âîëîäi¹ ïåâíîþ âëàñòèâiñòþ,
íàïðèêëàä �Öåé ëèñòîê (äàíèé ìåíi ó òåïåðiøíüîìó àêòi ñïðèéíÿòòÿ)
ìà¹ öåé âèçíà÷åíèé çåëåíèé êîëið (äàíèé ìåíi òèì ñàìèì ñïðèéíÿò-
òÿì)�. Âëàñòèâiñòü çàâæäè ïðè¹äíàíà äî âèçíà÷åíî¨ êàòåãîði¨

îá'¹êòà òàêèì ñïîñîáîì, ùî òâåðäæåííÿ 'a ìà¹ òó âëàñòèâiñòü'
¹ çìiñòîâíèì � òîáòî âèðàæà¹ ñóäæåííÿ i òèì ñàìèì ñòâåðäæó¹

ñòàí ñïðàâ � òiëüêè ÿêùî a ¹ îá'¹êòîì òî¨ êàòåãîði¨. Íàïðèêëàä,
âëàñòèâiñòü 'çåëåíèé' ïðè¹äíàíà äî êàòåãîði¨ 'âèäèìà ði÷'. Òîìó òâåð-
äæåííÿ, ùî, ñêàæiìî, åòè÷íà öiííiñòü ¹ çåëåíîþ íå ¹ íi iñòèííèì, íi õè-
áíèì, à áåççìiñòîâíèì. Ñóäæåííÿ âiäïîâiäà¹ òiëüêè çìiñòîâíîìó òâåð-
äæåííþ, ñòàí ñïðàâ � òiëüêè iñòèííîìó ñóäæåííþ; ñòàí ñïðàâ, îäíàê,
îäåðæó¹òüñÿ � ÷èñòî i ïðîñòî. Ìîæëèâî, áåççìiñòîâíi òâåðäæåííÿ ìî-
æóòü ç'ÿâëÿòèñÿ òiëüêè ó äóìöi ïðî ìîâó i íiêîëè â äóìöi ïðî ðå÷i.�

Âåéëü ââàæàâ, ùî íåçâàæàþ÷è íà ðîáîòó Êîøi, Âåé¹ðøòðàññà, Äåäåêiíäà i Êàí-
òîðà, ìàòåìàòè÷íèé àíàëiç íà ïî÷àòêó 20-ãî ñòîëiòòÿ íå íiñ ëîãi÷íîãî äîñëiäæåí-
íÿ, òîìó ùî éîãî ñóòò¹âi êîíöåïöi¨ i ïðîöåäóðè ìiñòèëè ïîðî÷íi êîëà äî òî¨ ìiðè,
ùî, ÿê âií êàçàâ, �êîæíà êëiòèíà (òàê ñêàçàòè) öüîãî ìîãóòíüîãî îðãàíiçìó ïðîñÿ-
êíóòà ñóïåðå÷íiñòþ.� Ó Das Kontinuum âií íàìàãàâñÿ ïîäîëàòè öå, çàáåçïå÷óþ÷è
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àíàëiç ïðåäèêàòèâíèì ôîðìóëþâàííÿì � íå çàïðîâàäæóþ÷è i¹ðàðõiþ ëîãi÷íî ðîç-
ãàëóæåíèõ òèïiâ, ÿê Ðàññåë i Óàéòõåä � à ðàäøå îáìåæóþ÷è ïðèíöèï ðîçóìiííÿ
(îõîïëåííÿ) äî ôîðìóë, îáìåæåíi çìiííi ÿêèõ ïðîñòî ïðîáiãàþòü ïî÷àòêîâi çàäàíi
ñóòíîñòi (÷èñëà). Îòîæ, âií îáìåæèâ àíàëiç äî òîãî, ùî ìîæíà çðîáèòè â òåðìi-
íàõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë çà äîïîìîãîþ òðüîõ áàçîâèõ ëîãi÷íèõ îïåðàöié ðàçîì iç
îïåðàöi¹þ ïiäñòàíîâêè i ïðîöåñîì �iòåðàöi¨�, òîáòî ïðèìiòèâíîþ ðåêóðñi¹þ. Âåéëü
çðîçóìiâ, ùî åôåêò òàêîãî îáìåæåííÿ ïîëÿãàâ áè â ïîæåðòâóâàííi áàãàòüìà íåäî-
âiäíèìè öåíòðàëüíèìè ðåçóëüòàòàìè êëàñè÷íîãî àíàëiçó � íàïðèêëàä, ïðèíöèïó
Äiðiõëå, ùî áóäü-ÿêà îáìåæåíà ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë ìà¹ íàéìåíøó âåðõíþ ìå-
æó � àëå âií áóâ ãîòîâèé ïðèéíÿòè öå ÿê ÷àñòèíó öiíè, ÿêó òðåáà çàïëàòèòè çà
áåçïåêó ìàòåìàòèêè.

Ïîäiáíî äî ðîçãàëóæåíèõ òèïiâ Ðàññåëà i Óàéòõåäà, ñèñòåìà Âåéëÿ ïî¹äíàëà òå-
îðiþ òèïiâ i ïðåäèêàòèâíiñòü. Àëå íi òåîðiÿ Ðàññåëà, íi ñèñòåìà Âåéëÿ íå áóëè ïîâíi-
ñòþ �êîíñòðóêòèâíèìè� ó íàéñòðîãiøîìó ðîçóìiííi ñëîâà, áî ñïiëüíîþ ëîãiêîþ, ùî
ëåæàëà â îñíîâi îáîõ, áóëà, çâè÷àéíî, ðàäøå êëàñè÷íà, íiæ iíòó¨öiîíiñòñüêà. Ïåð-
øîþ ïî-ñïðàâæíüîìó êîíñòðóêòèâíîþ òåîði¹þ òèïiâ, ó ðîçóìiííi ïðåäèêàòèâíî¨
i áàçîâàíî¨ íà iíòó¨öiîíiñòñüêié ëîãiöi, ùî ïiääàëàñÿ ñèñòåìàòè÷íîìó ðîçâèòêîâi,
áóëà òåîðiÿ Ïåð Ìàðòiíà-Ëüîôà. Éîãî ìåòà ó çàïðîâàäæåííi òåîði¨ ïîëÿãàëà, ÿê
âií ôîðìóëþ¹, �ïîâíîìàñøàáíî¨ ñèñòåìè äëÿ ôîðìàëiçàöi¨ iíòó¨öiîíiñòñüêî¨ ìàòå-
ìàòèêè, ÿê âîíà ðîçâèíóòà, íàïðèêëàä, ó êíèçi Áiøîïà�. Ãîëîâíà ïåðåâàãà ñèñòåìè
Ìàðòiíà-Ëüîôà íàä òðàäèöiéíèìè iíòó¨öiîíiñòñüêèìè ñèñòåìàìè ïîëÿãàëà ó äî-
çâîëi äîâåäåííÿì áóòè ñêëàäíèêàìè òâåðäæåíü, äàþ÷è öèì çìîãó òâåðäæåííÿì
âèðàæàòè âëàñòèâîñòi äîâåäåíü, à íå ïðîñòî iíäèâiäiâ, ÿê öå áóëî ó ëîãiöi ïðåäèêà-
òiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó. Ñïðàâäi, ñèñòåìà Ìàðòiíà-Ëüîôà çàáåçïå÷ó¹ ïîâíå âòiëåííÿ
iäå¨ �òâåðäæåííÿ-ÿê-òèïè (àáî ìíîæèíè)�, ïî÷àòêîâî ïiäêàçàíî¨ Êóðði, Ôåéñîì i
Ãîâàðäîì. Â êîðåíi êîíöåïöi¨ �òâåðäæåííÿ-ÿê-òèïè� ëåæèòü iäåàëiñòè÷íå ïîíÿòòÿ,
ÿêå ìîæíà ïðîñëiäêóâàòè äî Êàíòà, ùî çíà÷åííÿ òâåðäæåííÿ íå âèâîäèòüñÿ ç àá-
ñîëþòíî ñòàíäàðòíî¨ iñòèíè, çîâíiøíüî¨ äî ëþäñüêîãî ðîçóìó, à ðàäøå ¹ ïðèòàìàí-
íèì î÷åâèäíîñòi éîãî ñòâåðäæóâàíîñòi ó ôîðìi ðîçóìîâî¨ ïîáóäîâè àáî äîâåäåííÿ.
Â iíòåðïðåòàöi¨ �òâåðäæåííÿ-ÿê-òèïè�, i, áiëüù çàãàëüíî, ó êîíñòðóêòèâíèõ òåîðiÿõ
òèïiâ êîæíå òâåðäæåííÿ ¹ òèïîì àáî ìíîæèíîþ àáî ¨õíiìè äîâåäåííÿìè. Ãîëîâ-
íèé íàñëiäîê òîé, ùî çà öi¹¨ iíòåðïðåòàöi¨ öå ¹äèíi ìíîæèíè àáî òèïè. Iíøèìè
ñëîâàìè, ìíîæèíà � öå ìíîæèíà äîâåäåíü, àáî, áiëüø çàãàëüíî, ïîáóäîâ. Ñàìå öÿ
ðèñà çðîáèëà êîíñòðóêòèâíó òåîðiþ òèïiâ îñîáëèâî çðó÷íîþ äëÿ ðîçâèòêó òåîði¨
êîìï'þòåðíîãî ïðîãðàìóâàííÿ. (Òóò äåùî íåÿñíà iäåÿ �ðîçóìîâèõ ïîáóäîâ� áóëà
çàìiíåíà íà òî÷íå ïîíÿòòÿ êîìï'þòåðíî¨ ïðîãðàìè.)

Îñü öèòàòà ñàìîãî Ìàðòiíà-Ëüîôà:

�Êîæíèé ìàòåìàòè÷íèé îá'¹êò ¹ ïåâíîãî ñîðòó àáî òèïó. Ùå êðàùå,
ìàòåìàòè÷íèé îá'¹êò çàâæäè çàäàíèé ðàçîì iç òèïîì, òîáòî âií ¹ íå ïðî-
ñòî îá'¹êòîì, à îá'¹êòîì ïåâíîãî òèïó... Òèï âèçíà÷åíèé ïðèïèñóâàííÿì
òîãî, ùî ìè ïîâèííi ðîáèòè, ùîá ïîáóäóâàòè îá'¹êò öüîãî òèïó... Iíà-
êøå, òèï ïðàâèëüíî âèçíà÷åíèé, ÿêùî ìè ðîçóìi¹ìî ... ùî îçíà÷à¹ áóòè
îá'¹êòîì öüîãî òèïó... Çàçíà÷èìî, ùî íå ïîòðiáíî, ùîá ìè ìîãëè ÿêîñü
óòâîðèòè âñi îá'¹êòè çàäàíîãî òèïó, íi ùîá ìè ïîâèííi áóëè, òàê ñêàçàòè,
çíàòè âñi ç íèõ iíäèâiäóàëüíî. Öå ëèøå ïèòàííÿ ðîçóìiííÿ, ùî îçíà÷à¹
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áóòè äîâiëüíèì îá'¹êòîì òèïó, ïðî ÿêèé éäåòüñÿ. Òâåðäæåííÿ âèçíà÷à-
¹òüñÿ ïðèïèñóâàííÿì, ÿê íàì äîçâîëåíî äîâîäèòè éîãî, i òâåðäæåííÿ
âèêîíó¹òüñÿ àáî ¹ iñòèííèì iíòó¨öiîíiñòè÷íî, ÿêùî ¹ éîãî äîâåäåííÿ...
Îäíàê, âîíî íå áóäå íåîáõiäíî ïîíÿòòþ òâåðäæåííÿ ÿê îêðåìîìó ïîíÿ-
òòþ iç-çà öüîãî òâåðäæåííÿ. Íàâïàêè, êîæíèé òèï âèçíà÷à¹ òâåðäæåí-
íÿ, à ñàìå, òâåðäæåííÿ, ùî òèï, ïðî ÿêèé iäåòüñÿ, ¹ íåïîðîæíiì. Öå ¹
òâåðäæåííÿ, ÿêå ìè äîâîäèìî, âèñòàâëÿþ÷è îá'¹êò òîãî òèïó, ïðî ÿêèé
iäåòüñÿ. Ó öüîìó àíàëiçi, âèÿâëÿ¹òüñÿ, íåìà¹ ôóíäàìåíòàëüíî¨ ðiçíèöi
ìiæ òâåðäæåííÿìè i òèïàìè. Ðàäøå ðiçíèöÿ ó òî÷öi çîðó: ó âèïàäêó
òâåðäæåííÿ ìè íå òàê çàöiêàâëåíi â òîìó, ÷èì ¹ éîãî äîâåäåííÿ, ÿê ó
òîìó, ÷è âîíî ìà¹ äîâåäåííÿ, òîáòî ÷è âîíî iñòèííå ÷è õèáíå, íàòîìiñòü
ó âèïàäêó òèïó ìè, çâè÷àéíî, çàöiêàâëåíi â òîìó, ÷èì ¹ éîãî îá'¹êòè, à
íå òiëüêè â òîìó, ÷è âií ïîðîæíié, ÷è íåïîðîæíié.�

Êëþ÷îâèì åëåìåíòîì ôîðìóëþâàííÿ Ìàðòiíîì-Ëüîôîì òåîði¨ òèïiâ ¹ âiäìií-
íiñòü, ÿêà éäå âiä Ôðå å, ìiæ òâåðäæåííÿìè i ñóäæåííÿìè. Òâåðäæåííÿ (ÿêi,
ÿê ìè áà÷èëè, ó ñèñòåìàõ Ìàðòiíà-Ëüîôà îòîòîæíåíi iç òèïàìè) ¹ ñèíòàêñè÷íè-
ìè îá'¹êòàìè, íà ÿêèõ ìîæíà âèêîíóâàòè ìàòåìàòè÷íi îïåðàöi¨ i ÿêi íåñóòü ïåâíi
ôîðìàëüíi ñïiââiäíîøåííÿ ç iíøèìè ñèíòàêñè÷íèìè îá'¹êòàìè, ùî íàçèâàþòüñÿ
äîâåäåííÿìè. Òâåðäæåííÿ i äîâåäåííÿ ¹, òàê ñêàçàòè, îá'¹êòèâíèìè ñêëàäíèêàìè
ñèñòåìè. Ç iíøîãî áîêó, ñóäæåííÿ òèïîâî ìiñòÿòü iäåàëiñòè÷íå ïîíÿòòÿ �ðîçóìií-
íÿ� àáî �ñõîïëåííÿ çìiñòó�. Îòîæ, íàïðèêëàä, ó òîé ÷àñ ÿê 2+2=4 ¹ òâåðäæåííÿì,
�2+2=4 ¹ òâåðäæåííÿì� i �2+2=4 ¹ iñòèííèì òâåðäæåííÿì� ¹ ñóäæåííÿìè.

Ìàðòií-Ëüîô äîòðèìó¹òüñÿ Ôðå å òàêîæ ó ïðèéíÿòòi ïðàâèë âèâåäåííÿ ëîãiêè,
ùîá çàéìàòèñÿ ðàäøå ñóäæåííÿìè, íiæ òâåðäæåííÿìè. Îòîæ, íàïðèêëàä, ïðàâèëü-
íîþ ôîðìîþ ïðàâèëà →-âèêëþ÷åííÿ ¹ íå

A A → B

B
,

à
A iñòèííå A → B iñòèííå

B iñòèííå
.

Òîáòî öå ïðàâèëî íå êàæå, ùî òâåðäæåííÿ B âèïëèâà¹ iç òâåðäæåíü A i A → B, à
ùî iñòèíííiñòü òâåðäæåííÿ B âèïëèâà¹ iç iñòèííîñòi òâåðäæåííÿ A, ïî¹äíàíî¨
iç iñòèííiñòþ A → B. Çàãàëîì, ñóäæåííÿ ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè ÿê âèðàçè, ÿêi
ç'ÿâëÿþòüñÿ ó âèñíîâêàõ ïðàâèë âèâåäåííÿ.

Iíøèì âàæëèâèì âiäíîøåííÿì, ó ÿêîìó Ìàðòií-Ëüîô íàñëiäó¹ Ôðå å, ¹ éîãî
íàïîëÿãàííÿ, ùî ñóäæåííÿ i ôîðìàëüíi ïðàâèëà ìóñÿòü ñóïðîâîäæóâàòèñÿ ïîâ-
íèìè ïîÿñíåííÿìè ¨õíüîãî çíà÷åííÿ (çìiñòó). (Öå ðiçêî êîíòðàñòó¹ iç çâè÷àéíîþ
òåîðåòèêî-ìîäåëüíîþ ñåìàíòèêîþ, ÿêà íàñïðàâäi ¹ íi÷èì iíøèì, ÿê ïåðåêëàäîì ç
îäíî¨ îá'¹êò-ìîâè íà iíøó.) Çîêðåìà, ñóäæåííÿ A ¹ òâåðäæåííÿì ìîæíà çðîáèòè
ëèøå òîäi, êîëè âiäîìî, ùî ¹ (êàíîíi÷íå) äîâåäåííÿ A, à ñóäæåííÿ A ¹ iñòèííèì
òâåðäæåííÿì ëèøå òîäi, êîëè âiäîìî, ÿê çíàéòè òàêå äîâåäåííÿ. Ñóäæåííÿ i ïî-
íÿòòÿ iñòèíè, òàêèì ÷èíîì, ¹ çàëåæíèìè âiä ðîçóìó.

Ðiçíi ñèñòåìè Ìàðòiíà-Ëüîôà áàãàòi òîíêèìè âiäìiííîñòÿìè. Íàïðèêëàä, íà äî-
äà÷ó äî âiäìiííîñòi ìiæ òâåðäæåííÿì i ñóäæåííÿì òàì ¹ ïàðàëåëüíà âiäìiííiñòü
ìiæ òèïîì (àáî ìíîæèíîþ) i êàòåãîði¹þ (àáî âèäîì). Ùîá çìîãòè ñóäèòè, ÷è A
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¹ êàòåãîði¹þ, ïîòðiáíî ìîãòè ñêàçàòè, ÿêèé âèä îá'¹êòiâ íå âèêîíó¹òüñÿ ïiä íåþ
i êîëè âîíè ðiâíi. Ùîá áóòè â ñòàíi çðîáèòè ïîäàëüøå ñóäæåííÿ, ùî êàòåãîðiÿ ¹
òèïîì àáî ìíîæèíîþ, ïîòðiáíî áóòè â ñòàíi óòî÷íèòè, ÿêi ¨¨ �êàíîíi÷íi� àáî òèïîâi
åëåìåíòè. Ó ñóäæåííi, ùî ùîñü ¹ ìíîæèíîþ, ïîòðiáíî âîëîäiòè äîñòàòíüîþ iíôîð-
ìàöi¹þ ùîäî ¨¨ åëåìåíòiâ, ùîá óìîæëèâèòè ñåíñ êâàíòèôiêàöi¨ íàä íåþ. Îòîæ,
íàïðèêëàä, íàòóðàëüíi ÷èñëà óòâîðþþòü ìíîæèíó N iç êàíîíi÷íèìè åëåìåíòàìè,
çàäàíèìè òàê: 0 ¹ êàíîíi÷íèì åëåìåíòîì N i ÿêùî n � êàíîíi÷íèé åëåìåíò N, òî n+1
� êàíîíi÷íèé åëåìåíò N. Ç iíøîãî áîêó, êîëåêöiÿ ïiäìíîæèí N óòâîðþ¹ êàòåãîðiþ,
à íå ìíîæèíó.

Òëóìà÷åííÿ �òâåðäæåííÿ-ÿê-òèïè� áóëî ïiääàíå ãëèáîêîìó àíàëiçó Á.Òåéòîì.
Ó �Çàêîíi âèêëþ÷åíîãî òðåòüîãî i àêñiîìi âèáîðó� (1990ð.) âií çàçíà÷à¹:

�Íàñïðàâäi ¹ äâi ÷àñòèíè êîíñòðóêòèâiñòñüêî¨ êîíöåïöi¨ ìàòåìàòè÷íîãî
ìiðêóâàííÿ. Îäíà ÷àñòèíà ñòîñó¹òüñÿ áàçîâî¨ ðîëi ïîíÿòü ïîáóäîâè îá'-
¹êòà çàäàíîãî òèïó... i ïîáóäîâè äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ. Äðóãà ÷àñòèíà
ñòîñó¹òüñÿ �åôåêòèâíîãî� àáî �îá÷èñëþâàíîãî� õàðàêòåðó öèõ îá'¹êòiâ
àáî äîâåäåíü. ß, ïî ïðàâäi êàæó÷è, áàæàþ, ùîá òåðìií �êîíñòðóêòèâ-
íèé� áóâ çàðåçåðâîâàíèé òiëüêè çà ïåðøîþ ÷àñòèíîþ, îñêiëüêè âií âè-
äà¹òüñÿ íàéáiëüø âiäïîâiäíèì ÷èíîì çàñòîñîâíèé äî òîãî ïîãëÿäó, ùî
áàçîâèì ïîíÿòòÿì ìàòåìàòèêè ¹ ïîíÿòòÿ ïîáóäîâè [ïîðiâíÿéòå iç Ìàõî-
âåðîì] áåç ïîäàëüøîãî óòî÷íåííÿ, ÿêîãî âèäó ïîáóäîâè ïîâèííi áóòè äî-
çâîëåíi. Àëå öåé òåðìií áóâ çàõîïëåíèé äëÿ âóæ÷î¨ êîíöåïöi¨. Òîìó ÿ íà-
çèâàòèìó êîíöåïöiþ, ÿêó ÿ õî÷ó ïðåäñòàâèòè, �òåîðåòèêî-ïîáóäîâíîþ�.
ßê âè çàðàç ïîáà÷èòå, ÿ ìiã áè íàçâàòè ¨¨ i �òåîðåòèêî-äîâiäíîþ� êîí-
öåïöi¹þ. Íà ïåðøèé ïîãëÿä, ¹ äâà âèäè êîíöåïöi¨, ùî ìà¹òüñÿ íà óâàçi:
ïîáóäîâè äîâåäåíü äåÿêîãî òâåðäæåííÿ i ïîáóäîâà îá'¹êòiâ äåÿêîãî òè-
ïó. Ïðîòå ÿ äîâåäó ç òî÷êè çîðó îñíîâ ìàòåìàòèêè, ùî íåìà¹ ðiçíèöi
ìiæ öèìè äâîìà ïîíÿòòÿìè.Òâåðäæåííÿ ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê òèï îá'-
¹êòà, à ñàìå òèï éîãî äîâåäåíü. Íàâïàêè, òèï A ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê
òâåðäæåííÿ, à ñàìå òâåðäæåííÿ, äîâåäåííÿ ÿêèõ ¹ îá'¹êòàìè òèïó A.
Òîìó òâåðäæåííÿ iñòèííå ñàìå â òîìó âèïàäêó, êîëè iñíó¹ îá'¹êò òèïó
A. Îòîòîæíåííÿ òâåðäæåíü iç òèïàìè ìà¹ äâi ñòîðîíè. Ïåðøà òåõíi÷íà i
íåïðîáëåìàòè÷íà. ßêùî ïðîñòî ïåðåêëàñòè âiäíîøåííÿ òâåðäæåííÿ äî
äîâåäåííÿ ÿê âiäíîøåííÿ òèïó äî îá'¹êòà... ïðàâèëà äîâåäåííÿ òî÷íî
âiäïîâiäàþòü ïðàâèëàì ïîáóäîâè îá'¹êòiâ âiäïîâiäíîãî òèïó. Òîìó êî-
æíå òâåðäæåííÿ, ÿêå ìè âèçíà¹ìî òàêèì, ìîæíà iç òî÷êè çîðó òåîði¨
äîâåäåíü òëóìà÷èòè ÿê òèï. Iíøà ñòîðîíà öüîãî îòîòîæíåííÿ ïîòðåáó¹
àðãóìåíòiâ. Òîìó ùî âîíà òÿãíå, ùî òâåðäæåííÿ äåòåðìiíîâàíå, êîëè
âîíî äåòåðìiíîâàíå òåîðåòèêî-äîâiäíî, òîáòî êîëè âîíî äåòåðìiíîâàíå
ÿê òèï. Iç öüîãî ïîãëÿäó, iñòèíà ìîæå îçíà÷àòè òiëüêè äîâiäíiñòü.�

Çäà¹òüñÿ, ùî òóò óðèâîê êóðñèâîì âêàçó¹ íà iäåàëiñòè÷íèé àáî ïðèíàéìíi
ôîðìàëiñòñüêèé õàðàêòåð òëóìà÷åííÿ �òâåðäæåííÿ-ÿê-òèïè�. Àëå Òåéò ïðîäîâæó¹
ïîÿñíþâàòè:

�Êîëè ÿ êàæó, ùî iñòèíà ìîæå îçíà÷àòè òiëüêè äîâiäíiñòü, ÿ íå ìàþ íà
óâàçi, ùî �A iñòèííå� âèçíà÷åíå, ùîá îçíà÷àòè �A äîâiäíå� äëÿ êîæíîãî
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òèïó A. �A iñòèííå� ïðîñòî îçíà÷à¹, ùî A [öå ïðèêëàä òàê çâàíî¨ òåîði¨
íàäëèøêîâîñòi iñòèíè]. Àäæå ñèëà îòîòîæíåííÿ iñòèíè iç äîâiäíiñòþ ¹
ïðîñòî â òîìó, ùî ¹äèíîþ  àðàíòi¹þ äëÿ ñòâåðäæóâàííÿ A ¹ äîâåäåííÿ
A.�

Öiêàâî ïîðiâíÿòè öå iç òåîðåòèêî-òîïîñíèì âèêëàäîì iñòèíè. Òóò ¹ �îá'¹êòèâ-
íå� ñåìàíòè÷íå ïîíÿòòÿ iñòèíè íà ìàíåð Òàðñüêîãî ó ëîêàëüíèõ ðàìêàõ (òîïîñi)
E ðàçîì iç òèì, ùî ìîæíà íàçâàòè �ñóá'¹êòèâíèì� (õî÷à äîñêîíàëî ñòðîãèì) ïî-
íÿòòÿì äîâiäíîñòi iç ëîêàëüíî¨ òåîði¨ ìíîæèí T . Öi äâà ïîíÿòòÿ âèçíà÷åíi äîñèòü
ïî-ðiçíîìó, àëå çàâæäè ìîæíà çðîáèòè òàê, ùîá âîíè ñïiâïàäàëè â òîìó ðîçóìiííi,
ùî iñòèíà â E ñïiâïàäà¹ iç äîâiäíiñòþ ç òåîði¨ Th(E), äåòåðìiíîâàíî¨ E, i íàâïà-
êè, äîâiäíiñòü iç T ñïiâïàäà¹ iç iñòèíîþ ó ìîâíîìó òîïîñi ET , äåòåðìiíîâàíîìó
T . Òîìó, íàâiòü õî÷à ìîæíà ïîêàçàòè, ùî iñòèíà ñïiâïàäà¹ iç äîâiäíiñòþ, âîíà íå
¹ âèçíà÷åíà òàê, ùîá ïðèâîäèòè îáèäâi êîíöåïöi¨ äî ñïiâïàäiííÿ. Ó öüîìó âiäíî-
øåííi òåîðåòèêî-òîïîñíèé âèêëàä iñòèíè, çâè÷àéíî, íå âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä âèêëàäó
�òâåðäæåííÿ-ÿê-òèïè�. Öi äâà ïîíÿòòÿ iñòèíè ðîçðiçíåíi ðàäøå òèì ôàêòîì, ùî ó
ðàìêàõ �òâåðäæåííÿ-ÿê-òèïè�, ÿê êàæå Òåéò, ¹äèíîþ  àðàíòi¹þ äëÿ ñòâåðäæóâà-
ííÿ A ¹ äîâåäåííÿ A, íàòîìiñòü ó òåîðåòèêî-òîïîñíèõ ðàìêàõ íà äîäà÷ó ìà¹ìî �ñó-
á'¹êòèâíó�  àðàíòiþ äîâåäåííÿ, îá'¹êòèâíó  àðàíòiþ iñòèíè â ëîêàëüíèõ ðàìêàõ.
Ñàìå öÿ îñòàííÿ ðèñà, ÿ äóìàþ, íàäà¹ òåîðåòèêî-òîïîñíîìó âèêëàäó éîãî �ðåàëi-
ñòè÷íîãî� õàðàêòåðó.

Òåéò âèçíà¹, ùî ôîðìàëiñòè÷íå îòîòîæíåííÿ iñòèíè iç äîâiäíiñòþ, íà ÿêîìó
 ðóíòó¹òüñÿ âñÿ êîíöåïöiÿ �òâåðäæåííÿ-ÿê-òèïè�, ìîæíà ïiääàòè ñóìíiâó.

�Àäæå [ÿê âií êàæå] ¹ áàãàòî òèõ, õòî áè äîâîäèâ, ùî iñòèíà � öå ïåð-
øî÷åðãîâå ïîíÿòòÿ, ÿêå íå ìîæíà ñõîïèòè ïîíÿòòÿì äîâåäåííÿ. Äëÿ
êîãîñü, õòî äîòðèìó¹òüñÿ öi¹¨ äóìêè, îòîòîæíåííÿ òâåðäæåíü ÿê òèïiâ,
áóëî áè íåçàäîâiëüíèì. Àäæå áóëî áè íåàäåêâàòíî ïðîñòî óòî÷íèòè, ÿê
ïîáóäóâàòè îá'¹êòè ðiçíèõ òèïiâ A. Òðåáà áè áóëî òàêîæ ïîÿñíèòè óìî-
âè, çà ÿêèõ A iñòèííå (i ïîÿñíèòè â öèõ òåðìiíàõ, ÷îìó îá'¹êòè òèïó A
ïîâèííi ââàæàòèñÿ äîâåäåííÿìè A).�

Êîíöåïöiÿ �òâåðäæåííÿ-ÿê-òèïè� (ÿêó ñêîðîòèìî äëÿ çðó÷íîñòi äî ÒßÒ) ïðè-
âîäèòü äî âiäïîâiäíîñòi ìiæ ëîãi÷íèìè îïåðàòîðàìè i îïåðàöiÿìè íà òèïàõ (àáî
ìíîæèíàõ). Äëÿ ïî÷àòêó ðîçãëÿíåìî äâà òâåðäæåííÿ/òèïè A i B. Ùî ïîòðiáíî
âèìàãàòè âiä äîâåäåííÿ f iìïëiêàöi¨ A → B? Ïðîñòî ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî çàäàíîãî
äîâåäåííÿ x äëÿ A äîâåäåííÿ f ïîâèííî ïðèâîäèòè äî äîâåäåííÿ B, òîáòî f ïî-
âèííî áóòè ôóíêöi¹þ iç A â B. Iíøèìè ñëîâàìè, òâåðäæåííÿ A → B � öå ïðîñòî
òèï ôóíêöié iç A â B:

A → B = BA.

Ïîäiáíèì ÷èíîì, âñå, ÷îãî òðåáà âèìàãàòè âiä äîâåäåííÿ c êîí'þíêöi¨ A ∧ B � öå
òå, ùî âîíî ïîâèííî äàâàòè äîâåäåííÿ x i y äëÿ A i B âiäïîâiäíî. Iç òåîðåòèêî-
êîíñòðóêòèâíî¨ òî÷êè çîðó A∧B çãiäíî ç öèì ¹ ïðîñòî òèïîì A×B âñiõ ïàð (x, y)
iç x òèïó A (çàïèñó¹ìî öå ÿê x : A) i y : B.

Äîâåäåííÿ äèç'þíêöi¨ A∨B ¹ äîâåäåííÿì A àáî äîâåäåííÿì B ðàçîì iç iíôîð-
ìàöi¹þ ùîäî òîãî, ùî öå ¹ äîâåäåííÿ A ÷è B. Òîáòî, ÿêùî çàïðîâàäèòè òèï 2 iç
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äâîìà ðiçíèìè åëåìåíòàìè 0 i 1, äîâåäåííÿ A∨B ìîæíà îòîòîæíèòè iç ïàðîþ (c, n),
â ÿêié c ¹ äîâåäåííÿì A i n ¹ 0 àáî c ¹ äîâåäåííÿì B i n ¹ 1. Öå îçíà÷à¹, ùî iç
òåîðåòèêî-êîíñòðóêòèâíî¨ òî÷êè çîðó A ∨B ¹ äèç'þíêòíèì îá'¹äíàííÿì A+B A
i B.

Iñòèííå òâåðäæåííÿ τ ìîæíà îòîòîæíèòè iç îäíîåëåìåíòíèì òèïîì 1 = {0}:
îòîæ 0 ââàæà¹òüñÿ ¹äèíèì äîâåäåííÿì τ . Õèáíå òâåðäæåííÿ ⊥ ïðèéìà¹òüñÿ ÿê
òâåðäæåííÿ, ÿêîìó çîâñiì áðàêó¹ äîâåäåííÿ: çãiäíî iç öèì ⊥ îòîòîæíþ¹òüñÿ iç
ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ ∅. Çàïåðå÷åííÿ ¬A òâåðäæåííÿ A âèçíà÷åíå ÿê A →⊥, òîìó
ñòà¹ òîòîæíèì iç ìíîæèíîþ A∅.

ßê ìè âæå ñêàçàëè, òâåðäæåííÿ A ââàæà¹òüñÿ iñòèííèì, ÿêùî âîíî (òîáòî àñî-
öiéîâàíèé òèï) ìà¹ åëåìåíò, òîáòî ÿêùî iñíó¹ ôóíêöiÿ 1 → A. Çãiäíî ç öèì çà-
êîí âèêëþ÷åíîãî òðåòüîãî äëÿ òâåðäæåííÿ A ñòà¹ òâåðäæåííÿì, ùî iñíó¹ ôóíêöiÿ
1 → A+A∅.

ßêùî a i b ¹ îá'¹êòàìè òèïó A, çàïðîâàäèìî òâåðäæåííÿ òîòîæíîñòi àáî òèï
a =A b, ÿêå âèðàæà¹, ùî a i b ¹ òîòîæíèìè îá'¹êòàìè òèïó A. Öå òâåðäæåííÿ
iñòèííå, òîáòî àñîöiéîâàíèé òèï ìà¹ åëåìåíò, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî a i b ¹ òîòîæíèìè.
Ó òàêîìó âèïàäêó id(a) ïîçíà÷àòèìå îá'¹êò òèïó a.

Ó ÒßÒ ïîòðiáíî ÷iòêî ðîçðiçíÿòè ìiæ òâåðäæåííÿìè, ÿêi ìàþòü äîâåäåííÿ, i
ñóäæåííÿìè, ÿêi íå ìàþòü. Íàïðèêëàä, 0 =2 0 ¹ òâåðäæåííÿì, íàòîìiñòü �0 ¹ òèïó
2� ¹ ñóäæåííÿì. Ðàäøå íiæ áóòè iñòèííèìè àáî õèáíèì, ñóäæåííÿ ¹ ñòâåðäæóâàíå
àáî áåççìiñòîâíå.

Ó òîé ÷àñ ÿê 2A íå ìà¹ äóæå ïðèðîäíî¨ iíòåðïðåòàöi¨ ÿê òâåðäæåííÿ, öå ìîæíà
ââàæàòè òèïîì âñiõ ðîçâ'ÿçíèõ ìíîæèí îá'¹êòiâ òèïó A. Äëÿ çàäàíèõ f : 2A i x : A,
ÿêùî ìè âèçíà÷èìî íàëåæíiñòü òàê:

x ∈A f ÿ.ò.ÿ. fx = 1,

òî ëåãêî çðîçóìiòè, ùî x ∈A f ∨ ¬x ∈A f .
Ùîá ìàòè ñïðàâó iç êâàíòîðàìè, ïîòðiáíi îïåðàöi¨, âèçíà÷åíi íà ñiì'ÿõ òèïiâ,

òîáòî òèïiâ φ(x), ùî çàëåæàòü âiä îá'¹êòiâ x äåÿêîãî òèïó A. Çà àíàëîãi¹þ iç âèïàä-
êîì A → B äîâåäåííÿ f òâåðäæåííÿ ∀x : A φ(x), òîáòî îá'¹êòà òèïó ∀x : A φ(x),
ïîâèííî àñîöiþâàòè iç êîæíèì x : A äîâåäåííÿ φ(x). Òîìó f ¹ ïðîñòî ôóíêöi¹þ
iç îáëàñòþ âèçíà÷åííÿ A òàêîþ, ùî äëÿ êîæíîãî x : A fx ¹ òèïó φ(x). Òîáòî
∀x : A φ(x) ¹ äåêàðòîâèì äîáóòêîì

∏
x : A φ(x). Âèêîðèñòîâó¹ìî λ-ïîçíà÷åííÿ ó

íàïèñàííi f ÿê λxfx.
Äîâåäåííÿ òâåðäæåííÿ ∃x : A φ(x), òîáòî îá'¹êòà òèïó ∃x : A φ(x), ïîâèííî

äåòåðìiíóâàòè îá'¹êò x : A i äîâåäåííÿ y φ(x) i íàâïàêè. Òîìó äîâåäåííÿ öüîãî
òâåðäæåííÿ ¹ ïðîñòî ïàðîþ (x, y) iç x : A i y : φ(x). Òîìó ∃x : A φ(x) ¹ äèç'þíêòíèì
îá'¹äíàííÿì

⨿
x : Aφ(x), äå φ ¹ ïîñòiéíîþ ôóíêöi¹þ iç çíà÷åííÿì B.

Çàïðîâàäèìî ôóíêöi¨ σ, π, π′ òèïiâ ∀x : A (φ(x) → ∃x : A φ(x)), ∃x : A φ(x) → A
i ∀y : (∃xφ(x)).φ(π(y)) íàñòóïíèì ÷èíîì. ßêùî b : A i c : φ(b), òî σbc ¹ (b, c). ßêùî
d : ∃x : Aφ(x), òî d ¹ âèãëÿäó (b, c) i â òàêîìó âèïàäêó π(d) = b i π′(d) = c. Öå
ïðèâîäèòü äî ðiâíÿíü

π(σbc) = b π′(σbc) = c σ(πd)(π′d) = d.

Àêñiîìà âèáîðó (ÀÂ) � öå òâåðäæåííÿ

∀x : A ∃y : B φ(x, y) → ∃x : BA ∀x : A φ(x, fx).
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ÀÂ iñòèííà â ÒßÒ, ÿê ïîêàçó¹ íàñòóïíå äîâåäåííÿ. Íåõàé u � äîâåäåííÿ óìîâè
∀x : A ∃y : B φ(x, y). Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî x : A π(ux) ¹ òèïó B i π′(ux) ¹ äîâåäåííÿì
φ(x, πux). Òîìó s(u) = λx.π(ux) ¹ òèïó BA i t(u) = λx.π′(ux) ¹ äîâåäåííÿì ∀x :
Aφ(x, s(u)x). Çãiäíî ç öèì λu.σs(u)t(u) ¹ äîâåäåííÿì ∀x : A ∃y : B φ(x, y) → ∃x :
BA ∀x : Aφ(x, fx).

Ó çâè÷àéíié òåîði¨ ìíîæèí öå äîâåäåííÿ âñòàíîâëþ¹ içîìîðôiçì ìíîæèí
∏

x :
A
⨿

y : B φ(x, y) i
⨿

f : BA
∏

x : Aφ(x, fx), àëå íå ïðàâèëüíiñòü àêñiîìè âèáîðó.
Ó òåîði¨ ìíîæèí ÀÂ íå ïîäà¹òüñÿ öèì içîìîðôiçìîì, à ðàäøå åêâiâàëåíòíà äî
ðiâíîñòi, ó ÿêié

∏
çàìiíåíî íà ∩ i

⨿
íà ∪:∩

x∈A

∪
y∈B

φ(x, y) =
∪

f∈BA

∩
x∈A

φ(x, fx).

Ó òîé ÷àñ ÿê â ÒßÒ ÀÂ íå ìà¹ �íåâäàëèõ� ëîãi÷íèõ íàñëiäêiâ, â iíòó¨öiîíiñòñüêié
òåîði¨ ìíîæèí (IÒÌ) öå äàëåêî íå òàê, àäæå òàì ÀÂ òÿãíå çàêîí âèêëþ÷åíîãî òðå-
òüîãî. Âàðòî ïîâòîðèòè äîâåäåííÿ â ïî÷àòêîâié ôîðìi, ùî íàëåæèòü Äüÿêîíåñêó:

Ïðèïóñòèìî, ùî çàäàíà ôóíêöiÿ âèáîðó f íà ñòåïåíåâié ìíîæèíi ìíîæèíè 2 =
{0, 1}. Íåõàé α � áóäü-ÿêå òâåðäæåííÿ i âèçíà÷èìî

U = {x ∈ 2 : x = 0 ∨ α}, V = {x ∈ 2 : x = 1 ∨ α}.

Çàïèñóþ÷è a = fU , b = fV , ìà¹ìî a ∈ U , b ∈ V , òîáòî

(#) [a = 0∨α]∧[b = 1∨α].

Çâiäñè âèïëèâà¹, ùî
[a = 0 ∧ b = 1] ∨ α,

çâiäêè

(∗) a ̸= b ∨ α.

Òåïåð, çðîçóìiëî, ùî
α =⇒ U = V = 2 =⇒ a = b,

çâiäêè
a ̸= b =⇒ ¬α.

Àëå öå i (∗) ðàçîì òÿãíóòü ¬α ∨ α.
[Çàóâàæåííÿ: Ôàêòè÷íî íàì ïîòðiáíî ïðèïóñòèòè òiëüêè, ùî ôóíêöiÿ âèáîðó

âèçíà÷åíà íà ìíîæèíi {U, V }. Öþ ôîðìó äîâåäåííÿ ìîæíà âiäòâîðèòè â iíòó¨öiî-
íiñòñüêîìó ε-÷èñëåííi iç åêñòåíñiîíàëüíèìè ε-÷ëåíàìè, ïîêàçóþ÷è òàêèì ÷èíîì,
ùî âîíî ôàêòè÷íî ¹ êëàñè÷íèì.]

Ïðèéìàþ÷è äî óâàãè, ùî ÀÂ âèêîíó¹òüñÿ â ÒßÒ, öiêàâî çàïèòàòè, ÷îìó öi àð-
ãóìåíòè íå ìîæíà âiäòâîðèòè òàì? Òåïåð ïåðøèé àðãóìåíò, çäà¹òüñÿ, çàëåæèòü âiä
äâîõ ïðèïóùåíü, ïî-ïåðøå, ùî ìíîæèíè U i V ¹ ïðàâèëüíî âèçíà÷åíi i çàäîâîëü-
íÿþòü çâè÷àéíi óìîâè �óñóâíîñòi�, ùî ïðèâîäÿòü äî ñòâåðäæóâàíîñòi (#) âèùå. I,
ïî-äðóãå, ùî ôóíêöiÿ âèáîðó f çàäîâîëüíÿ¹ åêñòåíñiîíàëüíiñòü ó òîìó ðîçóìií-
íi, ùî ÿêùî U i V ¹ åêñòåíñiîíàëüíî òîòîæíi, òî fU = fV . Çäà¹òüñÿ, ñàìå òàê i
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¹, ùî êîëè òèïè ïiäìíîæèí äîäàíi äî ÒßÒ (ó ñèñòåìi Ìàðòiíà-Ëüîôà), òî óìîâà
�óñóâíîñòi�

(!) a ∈ {x : φ(x)} → φ(a)

íå âèêîíó¹òüñÿ. Ùîäî äðóãîãî àðãóìåíòà, âií, çäà¹òüñÿ, íå âèêîíó¹òüñÿ ïî ñóòi
òîìó, ùî â ÒßÒ çíà÷åííÿ ôóíêöi¨, âèçíà÷åíî¨ íà (ïiä)ìíîæèíi X çàëåæèòü íå
òiëüêè âiä çìiííîãî ÷ëåíà x â X, àëå òàêîæ âiä äîâåäåííÿ òîãî, ùî x ôàêòè÷íî
çíàõîäèòüñÿ â X. Îòîæ, ïðèïóñòèìî, ùî çàäàíi òèïè A, B i ïiäìíîæèíà X = {x :
β(x)} â A. Ïèøåìî p ⊢ α çàìiñòü �p ¹ äîâåäåííÿì α�. Òîäi â ÒßÒ iç ∀x : A [β(x) →
∃y : B φ(x, y)] ìîæåìî âèñíóâàòè iñíóâàííÿ ôóíêöi¨ f : {(x, p) : p ⊢ β(x)} → B, äëÿ
ÿêî¨ ∀x∀p[p ⊢ β(x) → φ(x, f(x, p))]. Òåïåð ïîâåðíåìîñÿ äî äîâåäåííÿ Äüÿêîíåñêó.
Òóò A ¹ P2, ñòåïåíåâà ìíîæèíà 2 (ïðèïóñêàþ÷è, ùî ïðèñóòíÿ), β(x) ¹ ∃x. x ∈ X
(X � çìiííà òèïó P2), B ¹ 2 i φ(X, y) ¹ y ∈ X. Òåïåð äëÿ çàäàíîãî òâåðäæåííÿ
α âèçíà÷èìî ïiäìíîæèíè U i V ÿê ðàíiøå. Êîíñòðóêòèâíî ¹äèíèì äîâåäåííÿì
∃x. x ∈ U ìà¹ áóòè âèñòàâëåííÿ ÷ëåíà U , à îñêiëüêè íåâiäîìî, ÷è α iñòèííå, ¹äèíèì
âèñòàâëþâàíèì ÷ëåíîì U ¹ 0. Òàê ñàìî ¹äèíèì âèñòàâëþâàíèì ÷ëåíîì V ¹ 1. Çãiäíî
ç öèì, çàïèñóþ÷è a = f(U, 0) i b = f(V, 1), âèâîäèìî (*), ÿê i ðàíiøå (ïðèïóñêàþ÷è
óñóâíiñòü ïiäìíîæèí). Àëå òåïåð, â òîé ÷àñ ÿê α → U = V , íå ìîæåìî âèñíóâàòè,
ùî U = V → a = b, áëîêóþ÷è òàê âèâåäåííÿ α → a = b.

Òîìó ÿêùî åêñòåíñiîíàëüíi ñòåïåíåâi ìíîæèíè íàëåæíî äîäàíi äî ÒßÒ, òî ëî-
ãiêà òàì ñòà¹ êëàñè÷íîþ.

Íàâiòü â IÒÌ ÀÂ äëÿ îäíîåëåìåíòíèõ ìíîæèí ìà¹ íåâäàëèé ëîãi÷íèé íàñëi-
äîê, à ñàìå, íåêîíñòðóêòèâíèé (α → β)∨ (β → α). Òóò ïiä ÀÂ äëÿ îäíîåëåìåíòíèõ
ìíîæèí ìè ðîçóìi¹ìî, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ìíîæèíè U iñíó¹ ôóíêöiÿ f iç îáëàñòþ
{U} òàêà, ùî ÿêùî ∃x x ∈ U , òî f(U) ∈ U � òàêà f íàçèâà¹òüñÿ ôóíêöi¹þ âèáîðó
íà {U}.

Òåïåð íåõàé α i β � áóäü-ÿêi òâåðäæåííÿ i âèçíà÷èìî

U = {x ∈ 2 : (x = 0 ∧ α) ∨ (x = 1 ∧ β)}.

Íåõàé f � ôóíêöiÿ âèáîðó íà {U}, i çàïèøåìî a = f(U). Çðîçóìiëî, ∃x x ∈ U ↔
α ∨ β, òàê ùî

(∗) α ∨ β → (a = 0 ∧ α) ∨ (a = 1 ∧ β).

Îñêiëüêè a ∈ 2, òî ìà¹ìî a = 0 ∨ a = 1, ùî, ïî¹äíàíå iç (*), äà¹

(a = 0 ∨ a = 1) ∧ [α ∨ β → (a = 0 ∧ α) ∨ (a = 1 ∧ β)],

çâiäêè
[a = 0 ∧ [α ∨ β → (a = 0 ∧ α) ∨ (a = 1 ∧ β)]∨
(a = 1 ∧ [α ∨ β → (a = 0 ∧ α) ∨ (a = 1 ∧ β)],

ùî òÿãíå, âèêîðèñòîâóþ÷è 0 ̸= 1,

[α ∨ β → α] ∨ [α ∨ β → β],
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çâiäêè
[β → α] ∨ [α → β],

ùî é ñòâåðäæóâàëîñÿ.
Öå äîâåäåííÿ íå âèêîíó¹òüñÿ â ÒßÒ iç ïiäìíîæèíàìè iç-çà íåóñóâíîñòi âèðàçiâ

ïiäìíîæèí, òîáòî íåâèêîíàííÿ (!) âèùå.
[Çàóâàæåííÿ: îñòàíí¹ äîâåäåííÿ ìîæíà âiäòâîðèòè â iíòó¨öiîíiñòñüêîìó ε-÷èñëåííi,

ïîêàçóþ÷è òàêèì ÷èíîì, ùî òàì [α → β] ∨ [β → α] âèâiäíà.]
Ùî ñàìå ðîáèòü iç ÒßÒ àáî êîíñòðóêòèâíî¨ òåîði¨ òèïiâ �îñíîâó� äëÿ ìàòå-

ìàòèêè? Ïî-ïåðøå, ïîòðiáíî çàçíà÷èòè ¨¨ ðàäèêàëüíî �âíóòðiøíié� õàðàêòåð, çà
ñëîâàìè �åäåëÿ (âïåðøå ñêàçàíèìè ó çâ'ÿçêó iç òåîði¹þ Ðàññåëà �íiÿêèõ êëàñiâ�)
�òåíäåíöiÿ âèêëþ÷èòè ïðèïóùåííÿ ïðî iñíóâàííÿ îá'¹êòiâ çîâíi 'äàíèõ' i çàìiíèòè
¨õ ïîáóäîâàìè íà áàçi öèõ äàíèõ�. Òóò ïiä �äàíèìè� �åäåëü ìàâ íà óâàçi ëîãiêó áåç
ïðèïóùåííÿ iñíóâàííÿ êëàñiâ i îá'¹êòiâ. Ó âèïàäêàõ ÊÒÒ àáî ÒßÒ �äàíi� ìiñòÿòü
âèðàçè, ïðàâèëà, ñóäæåííÿ, òâåðäæåííÿ, äîâåäåííÿ/ïîáóäîâè, ìíîæèíè/òèïè,
âèäè/êàòåãîði¨. À çàìiñòü ëîãi÷íèõ îïåðàöié ¹ îïåðàöi¨ íà òèïàõ: äèç'þíêòíå îá'-
¹äíàííÿ, äåêàðòiâ äîáóòîê. Öå ôîðìàëüíi ïîíÿòòÿ.

Ó ÊÒÒ íåïðåäèêàòèâíiñòü óíèêíóòà òî÷íèì äîòðèìàííÿì ïðèíöèïó, ùî óíi-
âåðñàëüíî êâàíòèôiêîâàíi çìiííi ïîâèííi ïðîáiãàòè òiëüêè ïîïåðåäíüî âèçíà÷åíi
ìíîæèíè. Ó òîé ÷àñ, ÿê âií ìà¹ ïîçèòèâíi ðèñè, íàïðèêëàä, ùîá äàòè çìîãó àêñiîìi
âèáîðó ñòàòè âèâiäíîþ, öå íàêëàäà¹ òàêîæ ñòðîãi îáìåæåííÿ íà ìîæëèâi ðîçøè-
ðåííÿ ñèñòåìè. Íàïðèêëàä, ÿêùî ñïðîáóâàòè äîäàòè äî ÊÒÒ ñòåïåíåâi ìíîæèíè
àáî íàâiòü ñòåïåíåâó ìíîæèíó 1, òî çàêîí âèêëþ÷åíîãî òðåòüîãî ñòà¹ âèâiäíèì. À
òðàêòóâàííÿ âèäiâ òâåðäæåíü ÿê ìíîæèí, iíøèìè ñëîâàìè, äîçâîëÿþ÷è êâàíòèôi-
êàöiþ äðóãîãî ïîðÿäêó, ïðèâîäèòü äî ïðÿìî¨ íåñóìiñíîñòi.

Òåîðiÿ ìíîæèí i ÊÒÒ ìàþòü îäíó ñïiëüíó ði÷, ÿêà âiäðiçíÿ¹ ¨õ âiä òåîði¨ òîïî-
ñiâ: âîíè ¹, ïðèíàéìíi çà íàìiðîì, ìîíiñòè÷íi. Îäíà ïðåòåíäó¹ íà êðèñòàëiçàöiþ
iñòèí, ùî âèêîíóþòüñÿ â ¹äèíîìó óíiâåðñóìi ìíîæèí; iíøà äà¹ âèðàç çà ïðèïó-
ùåííÿì ¹äèíîìó òiëó ïðèíöèïiâ, ùî ëåæàòü â îñíîâi iíòó¨öiîíiñòñüêî¨ êîíöåïöi¨
ìàòåìàòèêè. Òîé ôàêò, ùî îáèäâi ðàìêè äîïóñêàþòü ðîçøèðåííÿ (íàïðèêëàä, òåî-
ðiÿ ìíîæèí äîäàâàííÿì àêñiîì âåëèêèõ êàðäèíàëiâ, à ÊÒÒ � ïðèíöèïiâ ïiäìíîæèí
i ïîäiáíèõ � ïîðiâíÿéòå iç ïðîäîâæåííÿì áðàóåðiâñüêîãî iíòó¨öiîíiçìó âêëþ÷åííÿì
òâîð÷îãî ñóá'¹êòà ) � íå çìiíþ¹ ¨õíüî¨ ñóòò¹âî¨ ìîíiñòè÷íîñòi. Ó ñâî¹ìó ìîíiçìi
îáèäâi ìàþòü ïîäiáíiñòü äî òåîði¨ ÷èñåë. Íà ïðîòèâàãó òåîðiÿ òîïîñiâ íàãàäó¹ àë-
ãåáðó â òîìó, ùî íiêîëè íå ïëàíóâàëîñÿ, ùîá ¨¨ öåíòðàëüíà êîíöåïöiÿ ìàëà ¹äèíå
ïîñèëàííÿ. Íàñïðàâäi êîíöåïöiÿ òîïîñà áóëà çàäóìàíà, ùîá ñõîïèòè ñïiëüíi ðèñè
øèðîêîãî ñïåêòðó êàòåãîðié, ùî âèíèêàþòü ó òîïîëîãi¨ i àëãåáðà¨÷íié ãåîìåòði¨ �
êàòåãîði¨ ïó÷êiâ.

Áóëî ñêàçàíî, ùî ÊÒÒ íå ¹ òåîði¹þ äëÿ ùîäåííîãî ïðàêòè÷íîãî âèêîðèñòàííÿ,
à äëÿ ðîçóìiííÿ îñíîâ êîíñòðóêòèâíî¨ ìàòåìàòèêè. Ôàêòè÷íî áiëüøiñòü ðóøiéíî¨
ñèëè çà ðîçâèòêîì ÊÒÒ ïîõîäèòü iç êîìï'þòåðíî¨ íàóêè: íàñïðàâäi ÊÒÒ ñàìà ¹
ôóíêöiîíàëüíîþ ìîâîþ ïðîãðàìóâàííÿ. Òîíêiñòü i ñêëàäíiñòü ÊÒÒ çðîáèëè âàæ-
êèì ðîçâèòîê äiéñíî¨ ìàòåìàòèêè ó íié: çà ñëîâàìè Ã.Ñàìáiíà i Ñ.Âàëåíòiíi,

�Íàø äîñâiä ó ðîçâèòêó ÷àñòèí íèíiøíüî¨ ìàòåìàòèêè âñåðåäèíi òåîði¨
òèïiâ ïðèâiâ íàñ äî âiðè, ùî îðòîäîêñàëüíà òåîðiÿ òèïiâ íå ¹ ïiäõîäÿ-
÷îþ, òîìó ùî ¨¨ êîíòîðîëü çà iíôîðìàöi¹þ çàíàäòî ñòðîãèé äëÿ íàøî¨
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ìåòè. Ôàêòè÷íî ïîâíèé àíàëiòè÷íèé õàðàêòåð òåîði¨ òèïiâ ñòà¹ òÿãàðåì,
êîëè ìà¹ìî ñïðàâó iç ñèíòåòè÷íèìè ìåòîäàìè ìàòåìàòèêè, ÿêi çàáóâà-
þòü àáî ââàæàþòü äîâåäåíèìè áiëüøiñòü ïîäðîáèöü. Öå, íà íàøó äóìêó,
ìîãëî áè áóòè ïðè÷èíîþ, ÷îìó òåîðiÿ òèïiâ ïðèòÿãíóëà äîòåïåð áiëüøå
iíòåðåñó ñåðåä ëîãiêiâ i êîìï'þòåðíèêiâ ÿê îñíîâîïîëîæíà òåîðiÿ...�

Âîíè ïðîäîâæóþòü ïîêàçóâàòè, ÿê, äåùî �ëiáåðàëiçóþ÷è� òåîðiþ òèïiâ, ñòà¹
ìîæëèâî ðîçâèâàòè òàì çàãàëüíó òîïîëîãiþ ïðèðîäíèì ñïîñîáîì. Ìîòèâàöiÿ, ùî
ëåæèòü â îñíîâi òàêîãî ðîçâèòêó, çà ¨õíiìè ñëîâàìè, òàêà: �çàìîñòèòè ïðîãàëèíó
ìiæ çâè÷àéíîþ ìàòåìàòèêîþ i êîìï'þòåðíèìè ìîâàìè�.

Iíøèé ñïîñiá çðîáèòè òåîðiþ òèïiâ äîñòóïíiøîþ ïðàêòèêóþ÷èì ìàòåìàòèêàì
â óïîäiáíåííi ¨¨ äî òåîði¨ ìíîæèí. Öå ïðèâåëî äî ðîçâèòêó, ãîëîâíî çóñèëëÿìè
Ï.À÷åëà, ïðåäèêàòèâíî¨ ôîðìè iíòó¨öiîíiñòñüêî¨ òåîði¨ ìíîæèí, ùî íàçèâà¹òüñÿ
êîíñòðóêòèâíîþ òåîði¹þ ìíîæèí. Êîíñòðóêòèâíà òåîðiÿ ìíîæèí ïîêàçó¹ ðåàëü-
íó ïåðñïåêòèâó, ÿê ñèñòåìà, ùî ïî¹äíó¹ òî÷íiñòü òåîði¨ òèïiâ iç �äðóæíiì� (äëÿ
êîðèñòóâà÷à) õàðàêòåðîì òåîði¨ ìíîæèí.
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ÏÎØÓÊÈ ÊÎÍÒÈÍÓÓÌÓ

�1. Ïðîáëåìà êîíòèíóóìó i äiéñíi ÷èñëà

Ïðîáëåìó êîíòèíóóìó íà âåñü çðiñò ïîñòàâèâ ïåðåä ôiëîñîôàìè i ìàòåìàòèêàìè
ùå Çåíîí ç Åëå¨. Ó âiäîìèõ àïîðiÿõ �Àïîðiÿ ìiðè�, �Äèõîòîìiÿ�, �Àõiëëåñ i ÷åðåïàõà�,
�Ñòðiëà�, �Ñòàäié� òà iíøèõ îïèñó¹òüñÿ ñóïåðå÷ëèâiñòü ïîíÿòòÿ ìíîæèíè òà äåÿêèõ
âëàñòèâîñòåé ðóõó.

�Ó øêîëi åëåàòiâ âïåðøå ïðåäìåòîì ëîãi÷íîãî ìèñëåííÿ ñòàëà ïðîáëåìà íå-
ñêií÷åííîñòi. Ó öüîìó ñåíñi ôiëîñîôiÿ åëåàòiâ ÿâëÿ¹ ñîáîþ âàæëèâó âiõó â iñòîði¨
íàóêîâîãî ìèñëåííÿ. Äåÿêi äîñëiäíèêè ââàæàþòü, ùî â÷åííÿ åëåàòiâ êëàäå ïî÷à-
òîê íàóêîâîìó çíàííþ ó ñòðîãîìó ñåíñi ñëîâà. Òàêà òî÷êà çîðó ìà¹ ñåíñ; òåîðå-
òè÷íå ïðèðîäîçíàâñòâî íåìîæëèâå áåç ìàòåìàòèêè, à ñàìà ìàòåìàòèêà íàñòiëüêè
òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç ïîíÿòòÿì íåñêií÷åííîñòi, ùî íåðiäêî ¨¨ âèçíà÷àþòü, ÿê íàóêó ïðî
íåñêií÷åííå. Ñïðàâäi, ñòàðå, ùî éäå ÷åðåç ñòîëiòòÿ, âèçíà÷åííÿ ìàòåìàòèêè (òî-
÷íiøå, ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, ùî ðîçóìiþòü ÿê îñíîâó i ôóíäàìåíò ìàòåìàòèêè,)
ÿê íàóêè ïðî íåñêií÷åííå, ðîçäiëÿþòü i áàãàòî ñó÷àñíèõ ìàòåìàòèêiâ. Àëå âïåðøå
ïðîáëåìà íåñêií÷åííîñòi ñòàëà ïðåäìåòîì îáãîâîðåííÿ ñàìå â øêîëi åëåàòiâ. Çå-
íîí ðîçêðèâ ñóïåðå÷íîñòi, â ÿêi âïàäà¹ ìèñëåííÿ ïðè ñïðîái îñÿãíóòè íåñêií÷åííå
â ïîíÿòòÿõ. Éîãî àïîði¨ � öå ïåðøi ïàðàäîêñè, ùî âèíèêëè ó çâ'ÿçêó ç ïîíÿòòÿì
íåñêií÷åííîãî.� ([Ã]) Çàçíà÷èìî ëèøå, ùî åëåàòè âïåðøå ïîñòàâèëè ïåðåä íàóêîþ
ïèòàííÿ, ÿêå ¹ îäíèì iç íàéâàæëèâiøèõ ìåòîäîëîãi÷íèõ ïèòàíü i íà ñüîãîäíi: ÿê
ïîòðiáíî ìèñëèòè êîíòèíóóì � äèñêðåòíèì ÷è ïîäiëüíèì äî íåñêií÷åííîñòi? Âè-
ñíîâêè Çåíîíà ïàðàäîêñàëüíi ó òîìó ñåíñi, ùî, áóäåìî ìè ìèñëèòè êîíòèíóóì ïî-
äiëüíèì äî íåñêií÷åííîñòi, àáî æ, íàâïàêè, ÿê òàêèé, ùî ñêëàäà¹òüñÿ iç íåïîäiëüíèõ
ìîìåíòiâ, ìè íå ìîæåìî áåç ñóïåðå÷íîñòi ìèñëèòè ðóõ. Ñïðîáè ðîçâ'ÿçàòè çàäà÷ó
Çåíîíà ïðèâåëè â àíòè÷íîñòi äî ñòâîðåííÿ ðiçíèõ ïðîãðàì íàóêîâîãî äîñëiäæåí-
íÿ � àòîìiñòè÷íî¨ Äåìîêðiòà, ïåðåòâîðåíî¨ Ïëàòîíîì ïiôàãîðåéñüêî¨ ïðîãðàìè i
ïðîãðàìè Àðiñòîòåëÿ.

Ïðèéíÿòî ââàæàòè, ùî òàêèé i ïîäiáíi ïàðàäîêñè äîëàþòüñÿ â ñó÷àñíié ìàòå-
ìàòè÷íié ìîäåëi íåïåðåðâíîãî ðóõó. Ñóòò¹âó ðîëü ïðè öüîìó âiäiãðà¹ âèêîíàííÿ
àêñiîìè Àðõiìåäà â ïîëi äiéñíèõ ÷èñåë. Îäíàê ìîæíà ïiääàâàòè ñóìíiâó àäåêâà-
òíiñòü ðåàëüíîìó ðóõîâi çàãàëüíîâæèâàíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ìîäåëi. Äëÿ äîñëiäæåííÿ
êîíöåïöi¨ ôiçè÷íèõ íåñêií÷åííî ìàëèõ âåëèêèõ âåëè÷èí ïîáóäîâàíi òåîði¨ äiéñíèõ
÷èñåë, â ÿêèõ öÿ àêñiîìà íå âèêîíó¹òüñÿ.

Íàãàäà¹ìî, ÿêó âiäïîâiäü íà çàïèòàííÿ �Ùî òàêå äiéñíå ÷èñëî?� äàþòü ïiäðó-
÷íèêè ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó. Ðîçãëÿä öüîãî ïèòàííÿ çàáåçïå÷èòü ìîòèâàöiþ äëÿ
âèçíà÷åííÿ øèðøèõ ÷èñëîâèõ ñèñòåì. Îñü äåÿêi ñòàíäàðòíi âiäïîâiäi.

(1) Äiéñíå ÷èñëî � öå íåñêií÷åííèé äåñÿòêîâèé âèðàç, òàêèé ÿê

√
2 = 1, 4142135623731 . . . ,

ùî âèçíà÷à¹
√
2 ÿê ñóìó íåñêií÷åííîãî ñòåïåíåâîãî ðÿäó

1 +
4

10
+

1

102
+

4

103
+

2

104
+

1

105
+ · · · .
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(2) Äiéñíå ÷èñëî � öå åëåìåíò ïîâíîãî âïîðÿäêîâàíîãî ïîëÿ. Òóò "ïîâíå", ùî
÷àñòî íàçèâà¹òüñÿ "äåäåêiíäîâî ïîâíèì", îçíà÷à¹, ùî áóäü-ÿêà íåïîðîæíÿ ìíîæè-
íà ç âåðõíüîþ ãðàííþ ìóñèòü ìàòè íàéìåíøó âåðõíþ ãðàíü. Áóäü-ÿêi äâà ïîâíi
âïîðÿäêîâàíi ïîëÿ içîìîðôíi, òîìó öå ïîíÿòòÿ îäíîçíà÷íî õàðàêòåðèçó¹ R.

(3) Äiéñíå ÷èñëî � öå äåäåêiíäîâèé ïåðåðiç ó ìíîæèíi Q ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë:
ðîçáèòòÿ Q ó ïàðó (L,U) íåïîðîæíiõ íåïåðåòèííèõ ïiäìíîæèí, äå êîæíèé åëåìåíò
L ìåíøèé âiä êîæíîãî åëåìåíòà U i L íå ìà¹ íàéáiëüøîãî åëåìåíòà. Îòîæ

√
2

ìîæíà iäåíòèôiêóâàòè ç ïåðåðiçîì

L = {q ∈ Q : q2 < 2 ∨ q < 0}, U = {q ∈ Q : q2 > 2 ∧ q > 0}.

Ìíîæèíó âñiõ äåäåêiíäîâèõ ïåðåðiçiâ Q ìîæíà ïåðåòâîðèòè ó ïîâíå âïîðÿäêîâàíå
ïîëå.

(4) Äiéñíå ÷èñëî � öå êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi ïîñëiäîâíîñòåé Êîøi ðàöiîíàëüíèõ
÷èñåë. Ïîñëiäîâíiñòü (r1, r2, r3, . . .) ¹ ïîñëiäîâíiñòþ Êîøi, ÿêùî ¨¨ ÷ëåíè ñòàþòü ÿê
çàâãîäíî áëèçüêèìè îäèí äî îäíîãî, êîëè ðóõàòèñÿ âçäîâæ ïîñëiäîâíîñòi, òîáòî

lim
n.m→∞

|rn − rm| = 0.

Îòîæ,
√
2 ¹ ãðàíèöåþ ðàöiîíàëüíî¨ ïîñëiäîâíîñòi Êîøi

1, 1, 4, 1, 41, 1, 414, 1, 4142, 1, 41421, . . . ,

òàê ñàìî ÿê i ãðàíèöåþ áóäü-ÿêî¨ ç ïiäïîñëiäîâíîñòåé öi¹¨ ïîñëiäîâíîñòi i, êðiì
öüîãî, iíøèõ ðàöiîíàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé.

Äâi ïîñëiäîâíîñòi Êîøi (r1, r2, r3, . . .) i (s1, s2, s3, . . .) åêâiâàëåíòíi, ÿêùî ¨õíi
÷ëåíè íàáëèæàþòüñÿ îäèí äî îäíîãî ÿê çàâãîäíî áëèçüêî:

lim
n→∞

|rn − sn| = 0.

Öå âèçíà÷à¹ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi íà ìíîæèíi ðàöiîíàëüíîçíà÷íèõ ïîñëiäîâ-
íîñòåé Êîøi i îäåðæàíà ìíîæèíà êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi óòâîðþ¹ ïîâíå âïîðÿäêî-
âàíå ïîëå. Áóäü-ÿêi äâi åêâiâàëåíòíi ïîñëiäîâíîñòi Êîøi ìàòèìóòü îäíó ãðàíèöþ i
òîìó çîáðàæóþòü îäíå äiéñíå ÷èñëî. Íàïðèêëàä,

√
2 âiäïîâiäà¹ êëàñîâi åêâiâàëåí-

òíîñòi íàâåäåíî¨ âèùå ïîñëiäîâíîñòi.
Âiäïîâiäü (2) çàáåçïå÷ó¹ îñíîâó äëÿ àêñiîìàòè÷íîãî ÷è îïèñîâîãî ïiäõîäó äî

àíàëiçó R. Îá'¹êò âèâ÷åííÿ ïðîñòî îïèñó¹òüñÿ ÿê ïîâíå âïîðÿäêîâàíå ïîëå, îñêiëü-
êè âñi éîãî âëàñòèâîñòi âèñíîâóþòüñÿ ç öüîãî ôàêòó. Àêñiîìè äëÿ ïîâíîãî âïî-
ðÿäêîâàíîãî ïîëÿ ïåðåëi÷åíi i âñå âèïëèâà¹ ç íèõ. Öå ¹ äîòåïåð íàéóëþáëåíiøèì
ïiäõîäîì ó âñòóïíèõ ïiäðó÷íèêàõ ç äiéñíîãî àíàëiçó.

Ïðè êîíñòðóêòèâíîìó ïiäõîäi áåðåìî ÿê çàäàíó òiëüêè ðàöiîíàëüíó ÷èñëîâó
ñèñòåìó i äàëi ÿâíî áóäó¹ìî R. Iñíó¹ ïðèíàéìíi äâà øëÿõè çðîáèòè öå � çàâäÿêè
Äåäåêiíäîâi (âiäïîâiäü (3)) i Êàíòîðîâi (âiäïîâiäü (4)).

∗

Ïîãëÿä, ùî êîíòèíóóì ìîæíà ñêëàñòè àáî ñèíòåçóâàòè iç òî÷îê, ÷àñòî çàïåðå-
÷óâàâñÿ, ÿê ñâiä÷àòü òàêi öèòàòè:

Àðiñòîòåëü: �... íiÿêèé êîíòèíóóì íå ìîæíà óòâîðèòè ç íåïîäiëüíèõ, íàïðèêëàä,
ïðÿìó ç òî÷îê, çà óìîâè, ùî ïðÿìà íåïåðåðâíà i òî÷êè íåïîäiëüíi�.
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Ëåéáíiö: �Òî÷êà íå ìîæå áóòè ñêëàäîâîþ ÷àñòèíîþ ïðÿìî¨�.
Êàíò: �Ïðîñòið i ÷àñ ¹ íåïåðåðâíèìè êiëüêîñòÿìè ... òî÷êè i ìîìåíòè � ïðîñòî

ïîçèöi¨ ... i ç ÷èñòèõ ïîçèöié, ùî ââàæàþòüñÿ ñêëàäíèêàìè, ÿêi çàäàíi äî ïðîñòîðó
i ÷àñó, íi ïðîñòið, íi ÷àñ íå ìîæíà ïîáóäóâàòè�.

Âåéëü: �Òî÷íi ÷àñîâi àáî ïðîñòîðîâi òî÷êè íå ¹ îñòàòî÷íèìè, îñíîâîïîëîæíèìè,
àòîìíèìè åëåìåíòàìè òðèâàëîñòi àáî ïðîòÿæíîñòi, çàäàíèìè íàì ó äîñâiäi�.

Áðàóåð: �Ëiíiéíèé êîíòèíóóì íå âè÷åðïó¹òüñÿ âñòàâëÿííÿì íîâèõ îäèíèöü i
òîìó ïðî íüîãî íiêîëè íå ìîæíà äóìàòè, ÿê ïðî ïðîñòó êîëåêöiþ îäèíèöü�.

Ðåíå Òîì: �... ñïðàâæíié êîíòèíóóì íå ìà¹ òî÷îê�.
Öiêàâi òàêîæ âèñëîâëþâàííÿ Âåðîíåçå, Áðåíòàíî, Ïiðñà (äèâ. [B3]), ÿêi ðiçêî

íå ïîãîäæóâàëèñÿ iç ñïðîáàìè ìàòåìàòèêiâ (Äåäåêiíäà, Êàíòîðà òà ií.) àðèôìåòè-
çóâàòè êîíòèíóóì. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ¹ ïåâíà ïîäiáíiñòü ìiæ ñïðèéíÿòòÿì íåïåðåðâíî¨
ïðÿìî¨ çà Ïiðñîì i ñèñòåìîþ ñþððåàëüíèõ ÷èñåë Ä.Êîíâåÿ, ÿêó ïîáà÷èìî íèæ÷å.

Öi ïîãëÿäè âðàæàþ÷å êîíòðàñòóþòü iç çàãàëüíîïðèéíÿòèì òåîðåòèêî-ìíîæèííèì
âèêëàäåííÿì ìàòåìàòèêè, çãiäíî ç ÿêèì âñi ìàòåìàòè÷íi ñóòíîñòi ¹ äèñêðåòíèìè:
òàì, çîêðåìà, íåìà¹ �ñïðàâæíüîãî� êîíòèíóóìó. Ïðîòå, íà æàëü, íàâiòü ó äåÿêèõ
ïiäðó÷íèêàõ ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ìîæíà çíàéòè íàìàãàííÿ äîâåñòè �íåïåðåðâ-
íiñòü� àáî �ïîâíîòó� ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë. Iíøi � áiëüø �ñòðîãi�, ïðîñòî îáõîäÿòü
öþ ïðîáëåìó, ïiäòâåðäæóþ÷è ñëîâà Å.Íåëüñîíà. Öiêàâî çàçíà÷èòè, ùî ñàì Êàíòîð
ðiçêî çàïåðå÷óâàâ ìîæëèâiñòü iñíóâàííÿ íîâèõ åëåìåíòiâ ìiæ çâè÷àéíèìè äiéñíèìè
÷èñëàìè: �Íåñêií÷åííî ìàëi � öå õîëåðíi áàöèëè ìàòåìàòèêè�.

Äåòàëüíiøå ïðî ðîçâèòîê óÿâëåíü ïðî ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ íåïåðåðâíèì, äèñ-
êðåòíèì òà íåñêií÷åííî ìàëèì äèâ. �2.

∗

Ðîçãëÿíåìî ùå îäíó ñïîêóñëèâó âiäïîâiäü íà çàïèòàííÿ �ùî òàêå äiéñíå ÷èñëî?�
- à ñàìå, ùî äiéñíå ÷èñëî ¹ òî÷êîþ íà ÷èñëîâié ïðÿìié:

Iíòó¨òèâíà ãåîìåòðè÷íà iäåÿ ïðÿìî¨ äóæå äàâíÿ, çíà÷íî ñòàðøà âiä ïîíÿòòÿ
ìíîæèíè òî÷îê, íå êàæó÷è âæå ïðî íåñêií÷åííi ìíîæèíè. Îòîòîæíåííÿ ïðÿìî¨ ç
ìíîæèíîþ òî÷îê, ùî ëåæàòü íà íié, ¹ ïîãëÿäîì, ùî íàëåæèòü äî íèíiøíiõ ÷àñiâ.
Äëÿ Åâêëiäà ïðÿìà ëiíiÿ áóëà ïðîñòî "äîâæèíîþ áåç øèðèíè", à éîãî äiàãðàìè i
äîâåäåííÿ ìiñòèëè ëiíi¨ çi ñêií÷åííèì ÷èñëîì òî÷îê íà íèõ. Çàñòîñîâóþ÷è ïîëüîâi
îïåðàöi¨ i áåðó÷è ãðàíèöi çáiæíèõ ïîñëiäîâíîñòåé, ìîæíà ïðèïèñàòè òî÷êó êîæíî-
ìó äiéñíîìó ÷èñëó, àëå òâåðäæåííÿ, ùî öå âè÷åðïó¹ âñi òî÷êè íà ïðÿìié, ¹ ïðîñòî
òâåðäæåííÿì. Ìîæíà áóëî áè íàìàãàòèñÿ âèïðàâäàòè éîãî, çâåðòàþ÷èñü äî òàêîãî
ïðèíöèïó, ÿêèé ïðèïèñóþòü Åâäîêñîâi i Àðõiìåäîâi, ùî áóäü-ÿêi äâi âåëè÷èíè ¹
òàêi, ùî
ìåíøó ìîæíà ïîìíîæèòè òàê, ùîá âîíà ïåðåâèùèëà iíøó.
Öå òÿãíå çà ñîáîþ, ùî äëÿ êîæíîãî äiéñíîãî ÷èñëà r iñíó¹ öiëå n > r, i ïåðåøêîäæà¹
òîìó, ùîá áóëè íåñêií÷åííî âåëèêi àáî ìàëi ÷èñëà â R. Àëå òîäi ìîæíà ñêàçàòè, ùî
ïðèíöèï Åâäîêñà-Àðõiìåäà ¹ ïðîñòî âëàñòèâiñòþ òèõ òî÷îê íà ïðÿìié ëiíi¨, ÿêi âiä-
ïîâiäàþòü "ïðèïèñóâàíèì" ÷èñëàì. Ãiïåðäiéñíà òî÷êà çîðó (ÿê ïîáà÷èìî íèæ÷å)
òàêà, ùî ãåîìåòðè÷íà ïðÿìà çäàòíà óòðèìàòè çíà÷íî áàãàòøó i ñêëàäíiøó ÷èñëîâó
ìíîæèíó, íiæ äiéñíà ïðÿìà. Íàñïðàâäi çâè÷àéíi äiéñíi ÷èñëà ðîçïîäiëåíi äèñêðåòíî
íà ãiïåðäiéñíié ãåîìåòðè÷íié ïðÿìié.
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�2. Íåïåðåðâíiñòü i íåñêií÷åííî ìàëi

Çâè÷àéíèì çíà÷åííÿì ñëîâà íåïåðåðâíèé ¹ "öiëèé", "íåðîçáèòèé" àáî "íåïîðó-
øåíèé": îòîæ íåïåðåðâíà ñóòíiñòü � êîíòèíóóì � íå ìà¹ "ùiëèí", "ïðîáiëiâ". Ìè
çâè÷íî ïðèïóñêà¹ìî, ùî ïðîñòið i ÷àñ íåïåðåðâíi, à äåÿêi ôiëîñîôè ñòâåðäæóâàëè,
ùî âñi ïðèðîäíi ïðîöåñè âiäáóâàþòüñÿ íåïåðåðâíî, ñâiä÷åííÿì ÷îãî ¹, íàïðèêëàä,
àïîôåãìà Ëåéáíiöà ïðèðîäà íå ðîáèòü ñòðèáêiâ. Ó ìàòåìàòèöi öå ñëîâî âæèâàþòü
ó òîìó ñàìîìó çàãàëüíîìó ñåíñi, àëå éîãî òðåáà áóëî çàáåçïå÷èòè âñå òî÷íiøèìè
îçíà÷åííÿìè. Òàê, íàïðèêëàä, ó êiíöi 18-ãî ñòîëiòòi íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ îçíà÷à-
ëà, ùî íåñêií÷åííî ìàëi çìiíè çíà÷åííÿ àðãóìåíòà âèêëèêàþòü íåñêií÷åííî ìàëi
çìiíè çíà÷åííÿ ôóíêöi¨. Iç âiäìîâîþ âiä íåñêií÷åííî ìàëèõ ó 19-ó ñòîëiòòi öå îçíà-
÷åííÿ áóëî çàìiíåíå òàêèì, ùî âèêîðèñòîâó¹ òî÷íiøó êîíöåïöiþ ãðàíèöi.

Òðàäèöiéíî "íåñêií÷åííî ìàëà êiëüêiñòü" � öå òàêà, ùî íå íåîáõiäíî ñïiâïàäà¹
ç íóëåì i ¹ ó äåÿêîìó ñåíñi ìåíøîþ, íiæ áóäü-ÿêà ñêií÷åííà êiëüêiñòü. Äëÿ iíæå-
íåðiâ íåñêií÷åííî ìàëà � öå êiëüêiñòü òàêà ìàëà, ùî ¨¨ êâàäðàòîì i âñiìà âèùèìè
ñòåïåíÿìè ìîæíà çíåõòóâàòè. Ó òåîði¨ ãðàíèöü òåðìií "íåñêií÷åííî ìàëà" äåêîëè
çàñòîñîâóþòü äî áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi, ãðàíèöåþ ÿêî¨ ¹ íóëü. Íåñêií÷åííî ìàëó
âåëè÷èíó ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê òå, ùî çàëèøà¹òüñÿ ïiñëÿ òîãî, ÿê êîíòèíóóì áóëî
ïiääàíî âè÷åðïíîìó àíàëiçó, iíøèìè ñëîâàìè, ÿê êîíòèíóóì, ùî "áà÷èòüñÿ â ìà-
ëîìó". Ñàìå â öüîìó ñåíñi íåïåðåðâíi êðèâi äåêîëè ðîçãëÿäàëè, ÿê "ñêëàäåíi" iç
íåñêií÷åíî ìàëèõ ïðÿìèõ ëiíié.

Íåñêií÷åííî ìàëi ìàþòü òðèâàëó i ÿñêðàâó iñòîðiþ. Âîíè ç'ÿâèëèñÿ ó ìàòåìàòè-
öi ãðåöüêîãî ôiëîñîôà-àòîìiñòà Äåìîêðiòà (ïðèáëèçíî 450 ð. äî í.å.), âèãíàíi ëèøå
ìàòåìàòèêîì Åâäîêñîì (ïðèáë. 350 ð. äî í.å.) ó òîìó, ùî ñòàëî âiäîìî, ÿê îôiöiéíà
"åâêëiäîâà" ìàòåìàòèêà. Îäÿãíóâøèñü ó ôîðìó äåùî íåçðîçóìiëèõ íåïîäiëüíèõ,
âîíè çíîâó ç'ÿâèëèñÿ ó ìàòåìàòèöi ïiçíiõ ñåðåäíiõ âiêiâ i ïiçíiøå çiãðàëè âàæëèâó
ðîëü ó ðîçâèòêó ÷èñëåííÿ. �õ ñóìíiâíèé ëîãi÷íèé ñòàòóñ ïðèçâiâ ó 19-ó ñòîëiòòi äî
¨õíüîãî âèãíàííÿ i çàìiíè êîíöåïöi¹þ ãðàíèöi. Îäíàê ó íàñòóïíi ðîêè êîíöåïöiÿ
íåñêií÷åííî ìàëèõ áóëà âiäíîâëåíà íà ñòðîãié áàçi.

Íåïåðåðâíå, äèñêðåòíå i íåñêií÷åííî ìàëå

Óñi ìè çíàéîìi ç iäå¹þ íåïåðåðâíîñòi. Áóòè íåïåðåðâíèì îçíà÷à¹ óòâîðþâàòè
íåðîçáèòó àáî íåïîðóøíó öiëiñòü, ïîäiáíî äî îêåàíó ÷è íåáà. Íåïåðåðâíà ñóòíiñòü �
êîíòèíóóì � íå ìà¹ "ùiëèí". Ïðîòèëåæíîþ äî íåïåðåðâíîñòi ¹ äèñêðåòíiñòü: áóòè
äèñêðåòíèì îçíà÷à¹ áóòè ðîçäiëåíèì, îêðåìèì, ïîäiáíî äî ðîçñèïàíèõ êàìiíöiâ
íà áåðåçi àáî ëèñòêiâ íà äåðåâi. Íåïåðåðâíiñòü ìà¹ äîäàòêîâå çíà÷åííÿ ¹äíîñòi,
äèñêðåòíiñòü � ìíîæèííîñòi.

Õî÷à ôóíäàìåíòàëüíîþ ïðèðîäîþ êîíòèíóóìó ¹ íåðîçäiëüíiñòü, âñå-òàêè çà-
ãàëîì (õî÷à íå íåçìiííî) äîòðèìóþòüñÿ äóìêè, ùî áóäü-ÿêèé êîíòèíóóì äîïóñêà¹
ïîâòîðíèé àáî ïîñëiäîâíèé ïîäië áåç ãðàíèöi. Öå îçíà÷à¹, ùî ïðîöåñ ïîäiëó íà âñå
ìåíøi ÷àñòèíè íiêîëè íå çàêií÷èòüñÿ íåïîäiëüíèìè àáî àòîìàìè � òîáòî ÷àñòè-
íàìè, ÿêi, ñàìi íå ìàþ÷è ÷àñòèí, íå ìîæíà äàëi ïîäiëèòè. Êîðîòøå, êîíòèíóóìè
ïîäiëüíi áåç ãðàíèöi àáî íåñêií÷åííî ïîäiëüíi. Îòîæ, ¹äíiñòü êîíòèíóóìó ïðèõîâó¹
ïîòåíöiéíî íåñêií÷åííó ìíîæèííiñòü. Â àíòè÷íîñòi öå òâåðäæåííÿ çóñòði÷àëî çà-
ïåðå÷åííÿ, ùî ÿêùî á õòîñü âèêîíàâ ïîâíiñòþ, õî÷à áè ëèøå â óÿâi, ïðîöåñ ïîäiëó
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ïðîòÿæíî¨ âåëè÷èíè, òàêî¨ ÿê íåïåðåðâíà ïðÿìà, òî âåëè÷èíà çâåëàñÿ áè äî ìíî-
æèíè àòîìiâ � ó öüîìó âèïàäêó áåçðîçìiðíèõ òî÷îê � àáî íàâiòü âçàãàëi íi äî ÷îãî.
Àëå òîäi, ââàæàëîñÿ, íå ìà¹ çíà÷åííÿ, ÿê áàãàòî òàêèõ òî÷îê òàì ìîãëî áè áóòè,
íàâiòü íåñêií÷åííî áàãàòî, ¨õ íå ìîæíà "çiáðàòè çíîâó", ùîá óòâîðèòè ïî÷àòêîâó
âåëè÷èíó, òîìó ùî, áåçñóìíiâíî, ñóìà áåçðîçìiðíèõ åëåìåíòiâ íå ìàòèìå ïðîòÿæíî-
ñòi. Êðiì òîãî, ÿêùî íàñïðàâäi (ÿê âèäà¹òüñÿ, íåìèíó÷å) íåñêií÷åííî áàãàòî òî÷îê
çàëèøà¹òüñÿ ïiñëÿ ïîäiëó, òî çà Çåíîíîì âåëè÷èíó íå ìîæíà ââàæàòè (ñêií÷åííèì)
ðóõîì, ùî ïðèâîäèòü äî î÷åâèäíî àáñóðäíîãî âèñíîâêó, ùî íåñêií÷åííî áàãàòüîõ
òî÷îê ìîæíà "äîòîðêíóòèñÿ" çà ñêií÷åííèé ÷àñ.

Òàêi òðóäíîùi ñóïðîâîäèëè íàðîäæåííÿ ó 5-ó ñò. äî í.å. øêîëè àòîìiçìó. Çà-
ñíîâíèêè öi¹¨ øêîëè Ëåâêiïï i Äåìîêðiò ñòâåðäæóâàëè, ùî ìàòåðiÿ, i çàãàëüíi-
øå, ïðîòÿæíiñòü, íå ¹ íåñêií÷åííî ïîäiëüíi. Íå ëèøå ïîñëiäîâíèé ïîäië ìàòåði¨
îñòàòî÷íî çàêií÷èâñÿ áè àòîìàìè, òîáòî äèñêðåòíèìè ÷àñòèíêàìè, íå çäàòíèìè äî
ïîäàëüøîãî ïîäiëó, àëå ìàòåðiþ â äiéñíîñòi òðåáà óÿâëÿòè, ÿê ñêëàäåíó ç òàêèõ
àòîìiâ. Àòàêóþ÷è íåñêií÷åííó ïîäiëüíiñòü, àòîìiñòè â òîé ñàìèé ÷àñ òâåðäèëè, ùî
íåïåðåðâíå îñòàòî÷íî çâiäíå äî äèñêðåòíîãî, ÷è íà ôiçè÷íîìó, ÷è íà òåîðåòè÷íîìó,
÷è íà ñïðèéíÿòò¹âîìó ðiâíi.

Îñòàòî÷íèé òðióìô àòîìiñòè÷íî¨ òåîði¨ ó ôiçèöi i õiìi¨ ó 19-ó ñòîëiòòi ïiäãîòóâàâ
 ðóíò äëÿ òîãî ùîá iäåÿ "àòîìiçìó", ÿê âîíà çàñòîñîâó¹òüñÿ ïðèíàéìíi äî ìàòå-
ði¨, ñòàëà øèðîêîâiäîìîþ: ìîæíà ñêàçàòè, ïåðåôðàçîâóþ÷è âiäîìå ñïîñòåðåæåííÿ
ñåðà Âiëüÿìà Ãàðêóðà ñòîñîâíî ñîöiàëiñòiâ éîãî äîáè: "Ìè âñi òåïåð àòîìiñòè"3.
Âñå æ òiëüêè ìåíøiñòü ôiëîñîôiâ ìèíóëîãî ïiäòðèìóâàëè iäåþ àòîìiçìó íà ìåòà-
ôiçè÷íîìó ðiâíi � öå ôàêò, ÿêèé ìîæå ïîÿñíèòè, ÷îìó àíàëîãi÷íà äîêòðèíà, ùî
ïðèòðèìó¹òüñÿ íåïåðåðâíîñòi, íå ìà¹ âiäîìî¨ íàçâè: òå, ùî âèçíà¹òüñÿ íåñâiäîìî,
íå âèìàãà¹ íiÿêî¨ íàçâè. Ïiðñ ïðèäóìàâ òåðìií ñèíåõiçì (âiä ãðåöüêîãî ñèíåõå,
"íåïåðåðâíèé") äëÿ ñâî¹¨ âëàñíî¨ ôiëîñîôi¨, ïðîñÿêíóòîþ iäå¹þ íåïåðåðâíîñòi � ó
éîãî ñåíñi "áóòè çâ'ÿçàíèì". Òóò ìè äîòðèìóâàòèìåìîñÿ òåðìiíó Ïiðñà i âèêîðè-
ñòîâóâàòèìåìî éîãî ó ñåíñi, ïîçáàâëåíîìó ïiðñiâñüêèõ ïðèõîâàíèõ íàòÿêiâ, ïðîñòî
ÿê ïðîòèëåæíîìó äî àòîìiçìó. Ïðèòðèìóâàòèìåìîñÿ òåðìiíó "äèâiçiîíiçì" ùîäî
áiëüø ñïåöiàëüíî¨ äîêòðèíè, ùî êîíòèíóóìè íåñêií÷åííî ïîäiëüíi.

Òiñíî ïîâ'ÿçàíîþ ç êîíöåïöi¹þ êîíòèíóóìó ¹ êîíöåïöiÿ íåñêií÷åííî ìàëîãî. Íå-
ñêií÷åííî ìàëà âåëè÷èíà äåùî òóìàííî ñïðèéìàëàñÿ ÿê êîíòèíóóì, "ùî áà÷èòüñÿ
â ìàëîìó", "îñòàòî÷íà ÷àñòèíà" êîíòèíóóìó. Ó ÷îìóñü ïîäiáíî äî òîãî, ÿê äèñêðå-
òíà ñóòíiñòü çðîáëåíà ç ¨¨ iíäèâiäóàëüíèõ îäèíèöü, ¨¨ "íåïîäiëüíèõ", òàê ââàæà-
ëîñÿ, ùî êîíòèíóóì "ñêëàäåíèé" ç íåñêií÷åííî ìàëèõ âåëè÷èí � éîãî îñòàòî÷íèõ
÷àñòèí. (Ñàìå ó òàêîìó ñåíñi, íàïðèêëàä, ìàòåìàòèêè 17-ãî ñòîëiòòÿ ââàæàëè, ùî
íåïåðåðâíi êðèâi ñêëàäåíi ç íåñêií÷åííî ìàëèõ ïðÿìèõ ëiíié.) Òåïåð "çâ'ÿçíiñòü"
êîíòèíóóìó òÿãíå, ùî êîæíà ç éîãî (çâ'ÿçàíèõ) ÷àñòèí òàêîæ ¹ êîíòèíóóìîì, i,
çãiäíî ç öèì, ïîäiëüíà. Îñêiëüêè òî÷êè íåïîäiëüíi, ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî íiÿêà òî-
÷êà íå ìîæå áóòè ÷àñòèíîþ êîíòèíóóìó. Íåñêií÷åííî ìàëi âåëè÷èíè, ÿê ÷àñòèíè
êîíòèíóóìiâ, íå ìîæóòü, ç íåîáõiäíiñòþ, áóòè òî÷êàìè: âîíè ¹, ñëîâîì, íåòî÷êîâî¨
ôîðìè.

Âåëè÷èíè çâè÷àéíî ââàæàþòü ïðîòÿæíèìè (åêñòåíñèâíèìè) êiëüêîñòÿìè, ïî-
äiáíî äî ìàñè àáî îá'¹ìó, ÿêi âèçíà÷åíi íàä ïðîòÿæíèìè îáëàñòÿìè ïðîñòîðó. Íà
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âiäìiíó âiä öüîãî, íåñêií÷åííî ìàëi âåëè÷èíè òëóìà÷èëè ÿê iíòåíñèâíi âåëè÷èíè,
ùî íàãàäóþòü ëîêàëüíî âèçíà÷åíi iíòåíñèâíi êiëüêîñòi òàêi ÿê òåìïåðàòóðà àáî
ãóñòèíà. Åôåêòîì "ðîçïîäiëó" àáî "ç'¹äíàííÿ â öiëå" iíòåíñèâíèõ êiëüêîñòåé íàä
òàêîþ iíòåíñèâíîþ âåëè÷èíîþ ¹ ïåðåòâîðåííÿ ¨õ â íåñêií÷åííî ìàëó åêñòåíñèâíó
êiëüêiñòü: îòîæ òåìïåðàòóðà ïåðåòâîðåíà â íåñêií÷åííî ìàëó òåïëîòó, à ãóñòèíà �
â íåñêií÷åííî ìàëó ìàñó. Êîëè êîíòèíóóì ¹ ñëiäîì ðóõó, àñîöiéîâàíi íåñêií÷åííî
ìàëi/iíòåíñèâíi âåëè÷èíè áóëè îòîòîæíåíi iç ïîòåíöiéíèìè âåëè÷èíàìè � ñóòíî-
ñòÿìè, ÿêi, õî÷à i íå âîëîäiþòü ñàìi iñòèííîþ âåëè÷èíîþ, âîëîäiþòü òåíäåíöi¹þ
ïîðîäæóâàòè ðóõ ÷åðåç ðóõ, ïðîÿâëÿþ÷è "ñòàâàííÿ" íà âiäìiíó âiä "áóòòÿ".

Íåñêií÷åííî ìàëå ÷èñëî � öå òàêå, ÿêå, õî÷à i íå ñïiâïàäà¹ ç íóëåì, ¹ â äåÿêîìó
ðîçóìiííi ìåíøå, íiæ áóäü-ÿêå ñêií÷åííå ÷èñëî. Öå ðîçóìiííÿ ÷àñòî ââàæàëè íåâè-
êîíàííÿì ïðèíöèïó Àðõiìåäà, ÿêèé çâîäèòüñÿ äî òîãî, ùî íåñêií÷åííî ìàëå ÷èñëî
� öå òàêå, ùî íå ìà¹ çíà÷åííÿ, ÿê áàãàòî ðàçiâ âîíî äîäàíå äî ñåáå, ðåçóëüòàò çà-
ëèøàòèìåòüñÿ ìåíøèì, íiæ áóäü-ÿêå ñêií÷åííå ÷èñëî. Ó ïðàêòè÷íîìó òðàêòóâàííi
äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ iíæåíåðàìè íåñêií÷åííî ìàëå � öå ÷èñëî òàêå ìàëå, ùî
éîãî êâàäðàòîì i âñiìà âèùèìè ñòåïåíÿìè ìîæíà çíåõòóâàòè. Ó òåîði¨ ãðàíèöü òåð-
ìií "íåñêií÷åííî ìàëà" äåêîëè çàñòîñîâóþòü äî áóäü-ÿêî¨ ïîñëiäîâíîñòi, ãðàíèöåþ
ÿêî¨ ¹ íóëü.

Êîíöåïöiÿ íåïîäiëüíîãî òiñíî ïîâ'ÿçàíà ç êîíöåïöi¹þ íåñêií÷åííî ìàëèõ, àëå ¨õ
òðåáà âiäðiçíÿòè. Íåïîäiëüíå ¹, çà îçíà÷åííÿì, ùîñü, ùî íå ìîæíà ïîäiëèòè, ùî
çâè÷àéíî ðîçóìiþòü ÿê òàêå, ùî íå ìà¹ âëàñíèõ ÷àñòèí. Òåïåð áåç÷àñòèííiñòü àáî
íåïîäiëüíà ñóòíiñòü íå íåîáõiäíî ìà¹ áóòè íåñêií÷åííî ìàëîþ: äóøi, iíäèâiäóàëüíi
ñâiäîìîñòi àáî ëåéáíiöåâi ìîíàäè âñi, éìîâiðíî, íå ìàþòü ÷àñòèí, àëå, ïåâíî, íå ¹
íåñêií÷åííî ìàëèìè. Àëå âîíè ìàþòü ñïiëüíó ðèñó áóòè íåïðîäîâæóâàíèìè; ïðî-
òÿæíi ñóòíîñòi òàêi ÿê ëiíi¨, ïîâåðõíi i îá'¹ìè âèÿâëÿþòüñÿ çíà÷íî áàãàòøèì äæå-
ðåëîì íåïîäiëüíèõ. Ñïðàâäi, ÿêùî áè ïðîöåñ ïîäiëó òàêèõ ñóòíîñòåé ïîâèíåí áóâ
çàêií÷èòèñÿ, ÷îãî ïðèòðèìóâàëèñÿ àòîìiñòè, öå íåîáõiäíî çàêií÷èëîñü áè íåïîäiëü-
íèìè ÿêiñíî ðiçíî¨ ïðèðîäè. Ó âèïàäêó ïðÿìî¨ ëiíi¨ òàêi íåïîäiëüíi, ïðàâäîïîäiáíî,
áóëè áè òî÷êàìè; ó âèïàäêó êðóãà � ïðÿìèìè âiäðiçêàìè; à ó âèïàäêó öèëiíäðà,
ïîäiëåíîãî ïåðåðiçàìè, ïàðàëåëüíèìè äî éîãî áàçè, � êðóãàìè. Ó êîæíîìó âèïàäêó
íåïîäiëüíå, ïðî ÿêå éäåòüñÿ, ¹ íåñêií÷åííî ìàëèì ó òîìó ñåíñi, ùî âîëîäi¹ âèìi-
ðîì, ÿêèé íà îäèíèöþ ìåíøèé, íiæ âèìið ôiãóðè, ç ÿêî¨ âîíî ïîðîäæåíå. Ó 16-ó
i 17-ó ñòîëiòòÿõ íåïîäiëüíi ó òàêîìó ñåíñi âèêîðèñòîâóâàëè ïðè îá÷èñëåííi ïëîù
òà îá'¹ìiâ êðèâîëiíiéíèõ ôiãóð, ïîâåðõíþ òà îá'¹ì óÿâëÿëè ÿê êîëåêöiþ àáî ñóìó
ëiíiéíèõ àáî ïëîñêèõ íåïîäiëüíèõ âiäïîâiäíî.

Êîíöåïöiÿ íåñêií÷åííî ìàëîãî áóëà îòî÷åíà ñóïåðå÷êîþ âiä ñàìîãî ¨¨ ïî÷àòêó.
Öÿ iäåÿ ç'ÿâèëàñÿ âïåðøå ó ìàòåìàòèöi ãðåöüêîãî ôiëîñîôà-àòîìiñòà Äåìîêðiòà
ïðèáëèçíî ó 450 ð. äî í.å. i áóëà âèãíàíà ïðèáëèçíî ó 350 ð. äî í.å. Åâäîêñîì ó
òîìó, ùî ñòàëî âiäîìî ÿê "åâêëiäîâà" ìàòåìàòèêà. Ìè çàçíà÷èëè ¨õ íîâó ïîÿâó,
ÿê íåïîäiëüíèõ, ó øiñòíàäöÿòîìó i ñiìíàäöÿòîìó ñòîëiòòÿõ: ó öié ôîðìi âîíè ñè-
ñòåìàòè÷íî çàñòîñîâóâàëèñü Êåïëåðîì, ó÷íåì Ãàëiëåÿ Êàâàëü¹ði, ñiì'¹þ Áåðíóëëi
i íèçêîþ iíøèõ ìàòåìàòèêiâ. Ïiä âèãëÿäîì îìàíëèâî íàçâàíèõ "ëiíi¹ëåòiâ" i "÷àñî-
ëåòiâ" íåñêií÷åííî ìàëi çiãðàëè ñóòò¹âó ðîëü ó ìåòîäi çíàõîäæåííÿ äîòè÷íèõ îá÷è-
ñëåííÿì Áàððîó, ùî ç'ÿâèâñÿ ó éîãî Lectiones Geometricae (1670ð.). ßê "çíèêàþ÷i
êiëüêîñòi" íåñêií÷åííî ìàëi áóëè çàñîáîì (õî÷à ïiçíiøå é ïîêèíóòèì) ó ðîçâèòêó
Íüþòîíîì ÷èñëåííÿ i ÿê "íåïðèïèñóâàíi êiëüêîñòi" ó Ëåéáíiöà. Ìàðêiç Ëîïiòàëü,
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ÿêèé ó 1696 ð. îïóáëiêóâàâ ïåðøèé òðàêòàò ïðî äèôåðåíöiàëüíå ÷èñëåííÿ (ïiä íà-
çâîþ Àíàëiç íåñêií÷åííî ìàëèõ äëÿ äîñëiäæåííÿ êðèâèõ ëiíié) çâåðòàâñÿ äî öi¹¨
êîíöåïöi¨, ïîñòóëþþ÷è, ùî "êðèâó ëiíiþ ìîæíà ðîçãëÿäàòè, ÿê çðîáëåíó ç íåñêií-
÷åííî ìàëèõ ïðÿìîëiíiéíèõ âiäðiçêiâ" i ùî "ìîæíà ââàæàòè ðiâíèìè äâi âåëè÷èíè,
ùî âiäðiçíÿþòüñÿ íà íåñêií÷åííî ìàëó êiëüêiñòü".

Õî÷ ÿêîþ êîðèñíîþ âîíà ìîãëà áè áóòè íà ïðàêòèöi, êîíöåïöiÿ íåñêií÷åííî
ìàëèõ ëåäâå ïðîòèñòîÿëà ëîãi÷íîìó êðèòè÷íîìó àíàëiçó. Âèñìiÿíi Áåðêëi ó 18-ó
ñòîëiòòi ÿê "ïðèâèäè ïîìåðëèõ êiëüêîñòåé", ó 19-ó ïðîêëÿòi Êàíòîðîì ÿê "õîëåðíi
áàöèëè", ùî çàðàæàþòü ìàòåìàòèêó, i â 20-ó ñòîëiòòi âiäâåðòî çàñóäæåíi Áåðòðàíîì
Ðàññåëîì ÿê "íå íåîáõiäíi, ïîìèëêîâi i ñàìîñóïåðå÷ëèâi", öi êîðèñíi, àëå ëîãi÷íî
ñóìíiâíi êiëüêîñòi, ÿê ââàæàëîñÿ, áóëè îñòàòî÷íî âèòiñíåíi â îñíîâàõ àíàëiçó êîí-
öåïöi¹þ ãðàíèöi, ÿêà íàáðàëà ñòðîãî¨ i çàâåðøàëüíî¨ ôîðìè ó êiíöi 19-ãî ñòîëiòòÿ.
Íà ïî÷àòîê 20-ãî ñòîëiòòÿ êîíöåïöiÿ íåñêií÷åííî ìàëî¨, ïðèíàéìíi â àíàëiçi, ñòàëà
âiðòóàëüíîþ íåêîíöåïöi¹þ.

Âñå æ îïàëà íåñêií÷åííî ìàëèõ íå äîñÿãëà ìåòè ó ¨õ âèêîðiíåííi; âîíè, ðàäøå,
ïåðåéøëè ó ïiäçåìåëëÿ. Íàïðèêëàä, ôiçèêè òà iíæåíåðè íiêîëè íå âiäìîâëÿëèñü âiä
¨õ âèêîðèñòàííÿ ÿê åâðèñòè÷íîãî çàñîáó äëÿ âèñíîâóâàííÿ ïðàâèëüíèõ ðåçóëüòàòiâ
ó çàñòîñóâàíÿõ ÷èñëåííÿ äî ôiçè÷íèõ ïðîáëåì. Äèôåðåíöiàëüíi ãåîìåòðè âèñîòè
Ëi àáî Êàðòàíà ïîêëàäàëèñÿ íà ¨õ âèêîðèñòàííÿ ïðè ôîðìóëþâàííi êîíöåïöié,
ÿêi ïiçíiøå êëàëèñÿ íà "ñòðîãó" îïîðó. I â ïåâíîìó òåõíi÷íîìó ñåíñi âîíè æèëè ó
äîñëiäæåííÿõ íåàðõiìåäîâèõ ïîëiâ àëãåáðà¨ñòàìè.

Íîâà ôàçà ó äîâãîìó çìàãàííi ìiæ íåïåðåðâíèì i äèñêðåòíèì âiäêðèëàñÿ ó
ìèíóëi äåñÿòèëiòòÿ iç ïåðåîá ðóíòóâàííÿì êîíöåïöi¨ íåñêií÷åííî ìàëîãî íà òâåðäié
áàçi. Öå áóëî äîñÿãíóòî äâîìà ñóòò¹âî ðiçíèìè ñïîñîáàìè, îäèí çàáåçïå÷èâ ñòðîãå
ôîðìóëþâàííÿ iäå¨ ÷èñëà, à iíøèé � íåñêií÷åííî ìàëî¨ âåëè÷èíè.

Ïî-ïåðøå, ó øiñòäåñÿòèõ ðîêàõ 20-ãî ñòîëiòòÿ Àáðàõàì Ðîáiíñîí (1918-1974), âè-
êîðèñòîâóþ÷è ìåòîäè ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè, ñòâîðèâ íåñòàíäàðòíèé àíàëiç � ïðî-
äîâæåííÿ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, ùî âòiëþ¹ "íåñêií÷åííî âåëèêi" i "íåñêií÷åííî
ìàëi" ÷èñëà, ó ÿêîìó çâè÷àéíi çàêîíè àðèôìåòèêè äiéñíèõ ÷èñåë ïðîäîâæóþòü âè-
êîíóâàòèñÿ � öÿ iäåÿ, ïî ñóòi, ïîõîäèòü âiä Ëåéáíiöà. Òóò ïiä íåñêií÷åííî âåëèêèì
÷èñëîì ðîçóìiþòü ÷èñëî, ÿêå ïåðåâèùó¹ êîæíå äîäàòíå öiëå; îáåðíåíèì äî áóäü-
ÿêîãî ç íèõ ¹ íåñêií÷åííî ìàëå â òîìó ñåíñi, ùî áóäó÷è íåíóëüîâèì, ¹ ìåíøèì, íiæ
êîæíèé äîäàòíèé äðiá 1/n. Êîðèñíiñòü íåñòàíäàðòíîãî àíàëiçó ïîõîäèòü iç òîãî
ôàêòó, ùî â íüîìó êîæíå òâåðäæåííÿ çâè÷àéíîãî àíàëiçó, ÿêå ìiñòèòü ãðàíèöi, ìà¹
ñòèñëèé i äóæå iíòó¨òèâíèé ïåðåêëàä íà ìîâó íåñêií÷åííî ìàëèõ.

Äðóãèé ðîçâèòîê ó âiäíîâëåííi íåñêií÷åííî ìàëèõ ìàâ ìiñöå ó ñiìäåñÿòèõ ðîêàõ
iç ïîÿâîþ ñèíòåòè÷íî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåîìåòði¨, âiäîìî¨ òàêîæ ÿê ãëàäêèé iíôi-
íiòåçiìàëüíèé àíàëiç. Áàçîâàíèé íà iäåÿõ àìåðèêàíñüêîãî ìàòåìàòèêà Ëîóåðà, iç
çàñòîñóâàííÿì ìåòîäiâ òåîði¨ êàòåãîðié, ãëàäêèé iíôiíiòåçiìàëüíèé àíàëiç çàáåçïå-
÷ó¹ îáðàç ñâiòó, â ÿêîìó íåïåðåðâíå ¹ àâòîíîìíèì ïîíÿòòÿì, ùî íå ïîÿñíþ¹òüñÿ â
òåðìiíàõ äèñêðåòíîãî. Âií çàáåçïå÷ó¹ ñòðîãi ðàìêè äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, â
ÿêîìó êîæíà ôóíêöiÿ ìiæ ïðîñòîðàìè ¹ ãëàäêîþ (òîáòî äèôåðåíöiéîâíîþ äîâiëüíå
÷èñëî ðàçiâ, i òîìó, çîêðåìà, íåïåðåðâíîþ) i â ÿêîìó âèêîðèñòàííÿ ãðàíèöü ó âèçíà-
÷åííi îñíîâíèõ ïîíÿòü ÷èñëåííÿ çàìiíåíå íiëüïîòåíòíèìè íåñêií÷åííî ìàëèìè,
òîáòî êiëüêîñòÿìè òàêèìè ìàëèìè (àëå, ôàêòè÷íî, íå íóëåì), ùî äåÿêèé ñòåïiíü,
íàéêîðèñíiøå êâàäðàò, ïåðåòâîðþ¹òüñÿ â íóëü. Ãëàäêèé iíôiíiòåçiìàëüíèé àíàëiç
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âòiëþ¹ êîíöåïöiþ iíòåíñèâíî¨ âåëè÷èíè ó âèãëÿäi íåñêií÷åííî ìàëèõ äîòè÷íèõ âå-
êòîðiâ äî êðèâèõ. Äîòè÷íèé âåêòîð äî êðèâî¨ ó òî÷öi p íà íié ¹ êîðîòêèì ïðÿìèì
âiäðiçêîì I, ùî ïðîõîäèòü ÷åðåç òî÷êó i âêàçó¹ âçäîâæ êðèâî¨. Ôàêòè÷íî ìîæíà
âçÿòè I ÿê íåñêií÷åííî ìàëó ÷àñòèíó êðèâî¨. Êðèâi ó ãëàäêîìó iíôiíiòåçiìàëüíî-
ìó àíàëiçi ¹ "ëîêàëüíî ïðÿìèìè" i çãiäíî ç öèì ¨õ ìîæíà óÿâëÿòè "ñêëàäåíèìè" ç
íåñêií÷åííî ìàëèõ ïðÿìèõ ëiíié ó ñåíñi Ëîïiòàëÿ àáî "ïîðîäæåíèìè" íåñêií÷åííî
ìàëèì äîòè÷íèì âåêòîðîì.

Ðîçâèòîê íåñòàíäàðòíîãî i ãëàäêîãî iíôiíiòåçiìàëüíîãî àíàëiçó âäèõíóâ íîâå
æèòòÿ â êîíöåïöiþ íåñêií÷åííî ìàëèõ i, îñîáëèâî ó çâ'ÿçêó iç ãëàäêèì iíôiíiòåçi-
ìàëüíèì àíàëiçîì, çàáåçïå÷èâ íîâi ïîãëÿäè � ïðîíèêíåííÿ â ïðèðîäó êîíòèíóóìó.

Êîíòèíóóì i íåñêií÷åííî ìàëi â àíòè÷íèé ïåðiîä

Ïðîòèëåæíiñòü íåïåðåðâíîñòi òà äèñêðåòíîñòi âiäiãðàâàëà çíà÷íó ðîëü â àíòè-
÷íié ãðåöüêié ôiëîñîôi¨. Öå, éìîâiðíî, âèíèêëî iç ùå ôóíäàìåíòàëüíiøîãî ïèòàííÿ
ùîäî îäíîãî i áàãàòî � àíòèòåçè, ÿêà ëåæàëà â ñåðöi ãðåöüêî¨ äóìêè. Ãðåöüêi äåáàòè
ïðî íåïåðåðâíå i äèñêðåòíå, çäà¹òüñÿ, áóëè çàïàëåíi çóñèëëÿìè åëåàòè÷íèõ ôiëî-
ñîôiâ òàêèõ ÿê Ïàðìåíiä (ïðèáë. 515 ð. äî í.å.) òà Çåíîí (ïðèáë. 460 ð. äî í.å.)
iç âñòàíîâëåííÿ ¨õíüî¨ äîêòðèíè àáñîëþòíîãî ìîíiçìó. Âîíè çîñåðåäèëèñÿ íà òîìó,
ùîá ïîêàçàòè, ùî ïîäiëüíiñòü áóòòÿ íà ÷àñòèíè ïðèâîäèòü äî ñóïåðå÷íîñòi, âèìó-
øóþ÷è öèì âèñíîâîê, ùî î÷åâèäíî ðiçíèé ñâiò ¹ íåðóõîìîþ, íåçìiííîþ ¹äíiñòþ. Ó
Øëÿõó iñòèíè Ïàðìåíiä ñòâåðäæó¹, ùî áóòòÿ îäíîðiäíå i íåïåðåðâíå. Ïðîòå, ñòâåð-
äæóþ÷è íåïåðåðâíiñòü, Ïàðìåíiä íå áiëüøå íiæ ïiäêðåñëþ¹ éîãî ñóòò¹âó ¹äíiñòü.
Çäà¹òüñÿ, Ïàðìåíiä ñòâåðäæó¹, ùî áóòòÿ ¹ áiëüøå íiæ ïðîñòî íåïåðåðâíèì � òîáòî
ôàêòè÷íî ¹äèíèì öiëèì, íàñïðàâäi íåïîäiëüíèì öiëèì. �äèíèì ïàðìåíiäiâñüêèì
iñíóþ÷èì ¹ êîíòèíóóì áåç ÷àñòèí, âiäðàçó êîíòèíóóì i àòîì. ßêùî Ïàðìåíiä áóâ
ñèíåõiñòîì, éîãî àáñîëþòíèé ìîíiçì çàïîáiã, ùîá âií ó òîé ñàìèé ÷àñ áóâ äèâi-
çiîíiñòîì. Íà ïiäòðèìêó äîêòðèíè Ïàðìåíiäà ïðî íåçìiííiñòü Çåíîí ñôîðìóëþâàâ
çíàìåíèòi ïàðàäîêñè ðóõó. Ïàðàäîêñè Äèõîòîìiÿ òà Àõiëëåñ ÿâíî ñïèðàþòüñÿ íà
ïîäiëüíiñòü áåç ãðàíèöi ïðîñòîðó i ÷àñó.

Äîêòðèíà àòîìiçìó, ÿêà, çäà¹òüñÿ, âèíèêëà ÿê ñïðîáà âòå÷i âiä åëåàòè÷íî¨ äè-
ëåìè, áóëà íàéïåðøå i íàñàìïåðåä ôiçè÷íîþ òåîði¹þ. �¨ ñôîðìóëþâàëè Ëåâêiïï
(áë. 440 ð. äî í.å.) i Äåìîêðiò (íàð. 460-457 äî í.å.), êîòði ñòâåðäæóâàëè, ùî ìàòå-
ðiÿ íå ¹ íåïîäiëüíà áåç ãðàíèöi, àëå ñêëàäåíà ç íåïîäiëüíèõ, òâåðäèõ, îäíîðiäíèõ,
ïðîñòîðîâî ïðîòÿæíèõ ÷àñòèíîê, âñi íèæ÷å ðiâíÿ âèäèìîñòi.

Àðiñòîòåëü (384-322 äî í.å.) êèíóâ âèêëèê àòîìiçìó, âií áóâ ïåðøèì, õòî âçÿâñÿ
çà ñèñòåìàòè÷íèé àíàëiç íåïåðåðâíîñòi òà äèñêðåòíîñòi. Ðàäèêàëüíèé ñèíåõiñò, âií
ñòâåðäæóâàâ, ùî ôiçè÷íà ðåàëüíiñòü ¹ íåïåðåðâíîþ çàïîâíåíiñòþ, i ùî ñòðóêòóðà
êîíòèíóóìó, ñïiëüíà äëÿ ïðîñòîðó, ÷àñó i ðóõó, íåçâiäíà äî ÷îãî-íåáóäü iíøîãî.
Éîãî âiäïîâiäü íà åëåàòè÷íó ïðîáëåìó ïîëÿãàëà â òîìó, ùî íåïåðåðâíi âåëè÷èíè
ïîòåíöiéíî ïîäiëüíi äî íåñêií÷åííîñòi, ó òîìó ñåíñi, ùî ¨õ ìîæíà ïîäiëèòè áóäü-äå,
õî÷à ¨õ íå ìîæíà ïîäiëèòè âñþäè ó òîé ñàìèé ÷àñ. Àðiñòîòåëü îòîòîæíþ¹ íåïå-
ðåðâíiñòü i äèñêðåòíiñòü ÿê àòðèáóòè, ùî çàñòîñîâóþòüñÿ äî êàòåãîði¨ êiëüêîñòi.
ßê ïðèêëàäè íåïåðåðâíèõ êiëüêîñòåé, àáî êîíòèíóóìiâ, âií ïðîïîíó¹ ïðÿìi, ïëî-
ùèíè, òâåðäi òiëà, ïðîòÿæíîñòi, ðóõ, ÷àñ i ïðîñòið; ñåðåä äèñêðåòíèõ êiëüêîñòåé
âií ïåðåëi÷ó¹ ÷èñëî i ìîâó. Âií òàêîæ óêëàâ îçíà÷åííÿ íèçêè òåðìiíiâ, âêëþ÷íî iç
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íåïåðåðâíiñòþ. Íàñïðàâäi Àðiñòîòåëü âèçíà÷à¹ íåïåðåðâíiñòü ðàäøå ÿê âiäíîøåííÿ
ìiæ ñóòíîñòÿìè, íiæ àòðèáóò, ùî íàëåæèòü äî ¹äèíî¨ ñóòíîñòi; òîáòî âií íå íàäà¹
ÿâíîãî îçíà÷åííÿ ïîíÿòòÿ êîíòèíóóìó. Âií çàóâàæó¹, ùî ¹äèíå íåïåðåðâíå öiëå
ìîæíà ââåñòè â iñíóâàííÿ, "ñêëåþþ÷è ðàçîì" äâi ðå÷i, ÿêi âõîäÿòü â êîíòàêò, ùî
ïiäêàçó¹, ùî íåïåðåðâíiñòü öiëîãî ïîâèííà âèíèêàòè iç ñïîñîáó, ÿêèì éîãî ÷àñòè-
íè "ç'¹äíóþòüñÿ". Çãiäíî ç öèì äëÿ Àðiñòîòåëÿ êiëüêîñòi òàêi ÿê ïðÿìi i ïëîùèíè,
ïðîñòið i ÷àñ íåïåðåðâíi ñèëîþ òîãî ôàêòó, øî ¨õ ñêëàäîâi ÷àñòèíè ç'¹äíóþòüñÿ
ðàçîì ó äåÿêié ñïiëüíié ìåæi. Íà âiäìiíó âiä öüîãî, íiÿêi ñêëàäîâi ÷àñòèíè äèñ-
êðåòíî¨ êiëüêîñòi íå ìîæóòü âîëîäiòè ñïiëüíîþ ìåæåþ. Îäíîþ ç öåíòðàëüíèõ òåç,
ùî Àðiñòîòåëü íàìàãà¹òüñÿ çàõèñòèòè, ¹ íåçâiäíiñòü êîíòèíóóìó äî äèñêðåòíîñòi �
ùî êîíòèíóóì íå ìîæíà "ñêëàñòè" ç íåïîäiëüíèõ àáî àòîìiâ, ÷àñòèí, ÿêèõ ñàìèõ
äàëi íå ìîæíà ïîäiëèòè. Àðiñòîòåëü äåêîëè âèçíà¹ íåñêií÷åííó ïîäiëüíiñòü � âëà-
ñòèâiñòü áóòè ïîäiëüíèì íà ÷àñòèíè, ÿêi ñàìi ìîæíà äiëèòè äàëi, ïðîöåñ íiêîëè íå
çàêií÷ó¹òüñÿ íåïîäiëüíèì � ÿê íàñëiäîê íåïåðåðâíîñòi, ÿê âií õàðàêòåðèçó¹ öå ïîíÿ-
òòÿ. Ïðîòå ó äåÿêèõ âèïàäêàõ âií ïðèéìà¹ âëàñòèâiñòü íåñêií÷åííî¨ ïîäiëüíîñòi ÿê
òàêó, ùî âèçíà÷à¹ íåïåðåðâíiñòü. Ñàìå öå îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi ôiãóðó¹ ó äîâå-
äåííi Àðiñòîòåëåì òîãî, ùî ñòàëî âiäîìî ÿê òåçà ïðî içîìîðôiçì, êîòðà ñòâåðäæó¹,
ùî àáî âåëè÷èíà, ÷àñ i ðóõ âñi ¹ íåïåðåðâíèìè, àáî âîíè âñi äèñêðåòíi. Ïèòàííÿ,
÷è âåëè÷èíà âi÷íî ïîäiëüíà íà ìåíøi îäèíèöi ÷è ïîäiëüíà òiëüêè äî äåÿêî¨ àòîìíî¨
âåëè÷èíè, ïðèâîäèòü äî äèëåìè ïðî ïîäiëüíiñòü � òðóäíiñòü, ç ÿêîþ Àðiñòîòåëü
ìóñiâ çiòêíóòèñÿ ó çâ'ÿçêó iç éîãî àíàëiçîì êîíòèíóóìó. Ó ïåðøîìó àáî íiãiëiñòè-
÷íîìó ïiäõîäi äèëåìè äîâîäÿòü, ùî ÿêùî áè âåëè÷èíà áóëà âñþäè ïîäiëüíîþ, òî
ïðîöåñ âèêîíàííÿ öüîãî ïîäiëó ïîâíiñòþ çâiâ áè âåëè÷èíó äî áåçðîçìiðíèõ òî÷îê
àáî, ìîæëèâî, íàâiòü íi äî ÷îãî. Äðóãèé, àòîìiñòè÷íèé ïiäõiä, ïî÷èíà¹ ç ïðèïó-
ùåííÿ, ùî âåëè÷èíà íå ¹ âñþäè ïîäiëüíîþ, i ïðèâîäèòü äî òàê ñàìî íåïðèéíÿòíîãî
âèñíîâêó (äëÿ Àðiñòîòåëÿ, ïðèíàéìíi), ùî íåïîäiëüíi âåëè÷èíè ìóñÿòü iñíóâàòè.

ßê ðàäèêàëüíèé ìàòåðiàëiñò, Åïiêóð (341� 271 ðð. äî í.å.) íå ìiã ñïðèéíÿòè
ïîíÿòòÿ ïîòåíöiàëüíîñòi, íà ÿêå ñïèðàëàñÿ òåîðiÿ Àðiñòîòåëÿ, i òîìó áóâ ïiäøòîâ-
õíóòèé äî àòîìiçìó â ïîíÿòiéíîìó i ôiçè÷íîìó ñåíñàõ. Ïîäiáíî äî Ëåâêiïïà i Äå-
ìîêðiòà Åïiêóð âiä÷óâàâ íåîáõiäíèì ïîñòóëþâàòè iñíóâàííÿ ôiçè÷íèõ àòîìiâ, àëå
ùîá óíèêíóòè àðiñòîòåëåâî¨ êðèòèêè, âií çàïðîïîíóâàâ, ùî âîíè ñàìi íå ïîâèííi
áóòè ïîíÿòiéíî íåïîäiëüíèìè, àëå ïîâèííi ìiñòèòè ïîíÿòiéíî íåïîäiëüíi ÷àñòè-
íè. Àðiñòîòåëü ïîêàçàâ, ùî íåïåðåðâíó âåëè÷èíó íå ìîæíà ñêëàñòè ç òî÷îê, òîáòî
íåïîäiëüíèõ ÷àñòèí, ó ÿêèõ íåìà¹ ïðîòÿæíîñòi, àëå âií íå ïîêàçàâ, ùî íåïîäiëü-
íà îäèíèöÿ ìóñèòü îáîâ'ÿçêîâî áóòè áåç ïðîòÿæíîñòi. Åïiêóð ïðèéíÿâ àðãóìåíò
Àðiñòîòåëÿ, ùî êîíòèíóóì íå ìîæíà ñêëàñòè ç òàêèõ íåïîäiëüíèõ, ââàæàþ÷è íå-
ïîäiëüíi áåç÷àñòèííèìè îäèíèöÿìè âåëè÷èíè, ùî âîëîäi¹ ïðîòÿæíiñòþ.

Íà ïðîòèâàãó àòîìiñòàì ñòî¨÷íi ôiëîñîôè Çåíîí ç Öiòiîíà (ïðèáë. 250 ð. äî
í.å.) òà Õðiçiïï (280-206 ðð. äî í.å.) ïðèòðèìóâàëèñü àðiñòîòåëiâñüêî¨ ïîçèöi¨, ùî
ïðîñòið, ÷àñ, ìàòåðiÿ i ðóõ ¹ íåïåðåðâíèìè. I ïîäiáíî äî Àðiñòîòåëÿ âîíè ÿâíî âiä-
êèäàëè áóäü-ÿêó ìîæëèâiñòü iñíóâàííÿ ïîðîæíå÷i â êîñìîñi. Êîñìîñ ïðîíèêíóòèé
íåïåðåðâíîþ íåâèäèìîþ ðå÷îâèíîþ, ÿêó âîíè íàçèâàëè ïíåâìîþ (ïî-ãðåöüêè "äè-
õàííÿ"). Öþ ïíåâìó � ÿêó ðîçãëÿäàëè ÿê ïåâíîãî ñîðòó ñèíòåç ïîâiòðÿ i âîãíþ,
äâîõ iç ÷îòèðüîõ îñíîâíèõ åëåìåíòiâ, à iíøèìè áóëè çåìëÿ i âîäà � ñïðèéìàëè ÿê
ãíó÷êå ñåðåäîâèùå, ÷åðåç ÿêå ïîøòîâõè ïåðåäàþòüñÿ õâèëüîâèì ðóõîì. Óñi ôiçè÷íi
ïîäi¨ ðîçãëÿäàëè ÿê çâ'ÿçàíi ÷åðåç ðîçòÿæíi ñèëè ó ïíåâìi, à ïðî ñàìó ìàòåðiþ äî-
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òðèìóâàëèñü äóìêè, ùî ¨¨ ÿêîñòi âèâîäÿòüñÿ iç "çâ'ÿçóâàííÿ" âëàñòèâîñòåé ïíåâìè,
ÿêó âîíà ìiñòèòü.

Êîíòèíóóì i íåñêií÷åííî ìàëi ó Ñåðåäíüîâi÷÷i, Âiäðîäæåííi
i ðàííüîìó ñó÷àñíîìó ïåðiîäi

Ñõîëàñòè÷íi ôiëîñîôè ñåðåäíüîâi÷íî¨ �âðîïè ó ïîëîíi âåëè÷åçíîãî àâòîðèòå-
òó Àðiñòîòåëÿ ó áiëüøîñòi ïðè¹äíàëèñÿ â òié ÷è iíøié ôîðìi äî òåçè, äîâåäåíî¨
ç âåëèêîþ åôåêòèâíiñòþ Â÷èòåëåì ó êíèçi VI Ôiçèêè, ùî êîíòèíóóìè íå ìîæóòü
ñêëàäàòèñÿ ç íåïîäiëüíèõ. Ç äðóãîãî áîêó, âèçíàíà íåñêií÷åííiñòü Áîãà ñõîëàñòè-
÷íî¨ òåîëîãi¨, ùî éøëà íàïåðåêið òåçi Àðiñòîòåëÿ, ùî íåñêií÷åííå iñíó¹ òiëüêè ó
ïîòåíöiéíîìó ñåíñi, ïiäáàäüîðèëà ïåâíèõ â÷åíèõ çðîáèòè ïðèïóùåííÿ, ùî àêòó-
àëüíó íåñêií÷åííiñòü ìîæíà çíàéòè íàâiòü çîâíi Áîæåñòâà, íàïðèêëàä ó çiáðàííi
òî÷îê íà íåïåðåðâíié ïðÿìié. Äåêiëüêà â÷åíèõ òîãî ÷àñó, íàïðèêëàä Ãåíði Ãàðêëàé
(1274-1317 ðð.) i Íiêîëà Îòðåêóð (1300-69) éøëè ñëiäîì çà Åïiêóðîì, ïðèòðèìó-
þ÷èñü äóìêè, ùî àòîìiçì ïðèéíÿòíèé, i ñïðîáóâàëè âiäêèíóòè êîíòðàðãóìåíòè
Àðiñòîòåëÿ.

Öåé àòîìiçì, ùî çàðîäæóâàâñÿ, çóñòðiâ ðiøó÷å ñèíåõiñòñüêå ñïðîñòóâàííÿ, çà-
ïî÷àòêîâàíå Äæîíîì Äóíñîì Ñêîòòîì (1266-1308). Ó ñâî¹ìó àíàëiçi ïðîáëåìè "÷è
àíãåë ìîæå ïåðåìiñòèòèñÿ ç ìiñöÿ íà ìiñöå íåïåðåðâíèì ðóõîì" âií ïðîïîíóâàâ
ïàðó ÷èñòî ãåîìåòðè÷íèõ àðãóìåíòiâ ïðîòè ñêëàäàííÿ êîíòèíóóìó ç íåïîäiëüíèõ.
Îäèí iç öèõ àðãóìåíòiâ ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ÿêùî áè äiàãîíàëü i ñòîðîíà êâàäðàòà
áóëè áè ñêëàäåíi ç òî÷îê, òî âîíè íå òiëüêè áóëè áè ñïiâìiðíi, ïîðóøóþ÷è êíèãó X
Åâêëiäà, à íàâiòü áóëè áè é ðiâíèìè. Ó äðóãîìó äâà íåðiâíi êîëà ïîáóäîâàíi íàâêî-
ëî ñïiëüíîãî öåíòðà, i ç ïðèïóùåííÿ, ùî áiëüøå êîëî ñêëàäåíå ç òî÷îê, ïîêàçàíî,
ùî ÷àñòèíà êóòà ðiâíà öiëîìó, âñóïåðå÷ åâêëiäîâié àêñiîìi V.

Âiëüÿì Îêêàì (1280-1349) âíiñ çíà÷íèé ñòóïiíü äiàëåêòè÷íî¨ òîíêîñòi äî àíàëiçó
íåïåðåðâíîñòi; öå áóëî ïðåäìåòîì íàóêîâî¨ äèñêóñi¨. Äëÿ Îêêàìà îñíîâíîþ òðóäíi-
ñòþ, ïðåäñòàâëåíîþ íåïåðåðâíèì, ¹ íåñêií÷åííà ïîäiëüíiñòü ïðîñòîðó, i, çàãàëîì,
áóäü-ÿêîãî êîíòèíóóìó. Òðàêòóâàííÿ íåïåðåðâíîñòi ó ïåðøié êíèçi éîãî Quodli-
bet ó 1322-7 ðð. ñïèðà¹òüñÿ íà iäåþ, ùî ìiæ áóäü-ÿêèìè äâîìà òî÷êàìè íà ïðÿìié
¹ òðåòÿ � öå, ìîæëèâî, ïåðøå ÿâíå ôîðìóëþâàííÿ âëàñòèâîñòi ùiëüíîñòi � i íà
âiäìiííiñòü ìiæ êîíòèíóóìîì, ÷àñòèíè ÿêîãî óòâîðþþòü ¹äíiñòü, i êîíòèãóóìîì
ïîìiùåíèõ áiê ó áiê ðå÷åé (contiguous=ñóìiæíèé, ùî äîòèêà¹òüñÿ, ùî ïðèëÿãà¹,
áëèçüêèé, ñóñiäíié). Îêêàì âèçíà¹, ùî iç âëàñòèâîñòi ùiëüíîñòi âèïëèâà¹, ùî íà
ÿê çàâãîäíî ìàëèõ äiëÿíêàõ ïðÿìî¨ ìóñèòü ëåæàòè íåñêií÷åííî áàãàòî òî÷îê, àëå
îïèðà¹òüñÿ âèñíîâêó, ùî ïðÿìà, àáî íàñïðàâäi áóäü-ÿêèé êîíòèíóóì, ñêëàäà¹òüñÿ
ç òî÷îê. Çîñåðåäæåíèé ðàäøå íà òîìó, ùîá âèçíà÷èòè "ñåíñ, â ÿêîìó ìîæíà ñêà-
çàòè, ùî ïðÿìà ñêëàäà¹òüñÿ àáî çðîáëåíà ç áóäü-÷îãî", Îêêàì ñòâåðäæó¹, ùî "íi
íiÿêà ÷àñòèíà ïðÿìî¨ íå ¹ íåïîäiëüíîþ, íi áóäü-ÿêà ÷àñòèíà êîíòèíóóìó". Õî÷à
Îêêàì íå ñòâåðäæó¹, ùî ïðÿìà ¹ ôàêòè÷íî ñêëàäåíà ç òî÷îê, âií ìàâ ïðîíèêëè-
âiñòü, âðàæàþ÷ó ¨¨ ïåðåäáà÷ëèâiñòþ, ùî òî÷êîâà, àëå âñå-òàêè íåïåðåðâíà ïðÿìà
ñòà¹ ìîæëèâîþ, êîëè ñïðèéìà¹òüñÿ ðàäøå ÿê ùiëüíèé ìàñèâ òî÷îê, íiæ çiáðàííÿ
òî÷îê ó ñóìiæíié ïîñëiäîâíîñòi.

Íàé÷åñòîëþáíiøà i íàéñèñòåìàòè÷íiøà ñïðîáà ñïðîñòóâàííÿ àòîìiçìó ó 14-ó
ñòîëiòòi çäiéñíåíà Òîìàñîì Áðàäâàðäàéíîì (1290-1349). Ìåòà éîãî Tractatus de
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Continuo (ïðèáë. 1330ð.) ïîëÿãàëà ó òîìó, ùîá "äîâåñòè, ùî äóìêà, ÿêà ñòâåð-
äæó¹, ùî êîíòèíóóìè ñêëàäåíi ç íåïîäiëüíèõ, ¹ õèáíîþ". Öå ìàëî áóòè äîñÿãíóòî
âèñóâàííÿì "ïåðøèõ ïðèíöèïiâ" � ñïîðiäíåíèõ iç àêñiîìàìè i ïîñòóëàòàìè Åëåìåí-
òiâ Åâêëiäà � à ïîòiì äîâåäåííÿì òîãî, ùî ïîäàëüøå ïðèïóùåííÿ, ùî êîíòèíóóì
ñêëàäåíèé ç íåïîäiëüíèõ, ïðèâîäèòü äî áåçãëóçäÿ.

Ïîãëÿäè íà êîíòèíóóì Íiêîëàóñà Êóçàíñüêîãî (1401-64), ïðèõèëüíèêà àêòó-
àëüíî íåñêií÷åííîãî, ñòàíîâëÿòü çíà÷íèé iíòåðåñ. Ó De Mente Idiotae (1450 ð.) âií
ñòâåðäæóâàâ, ùî áóäü-ÿêèé êîíòèíóóì, ãåîìåòðè÷íèé, ñïðèéìóâàíèé ÷è ôiçè÷íèé,
¹ ïîäiëüíèì ó äâîõ ðîçóìiííÿõ: îäíîìó � iäåàëüíîìó, äðóãîìó � ñïðàâæíüîìó. Iäå-
àëüíèé ïîäië "ïðîñóâà¹òüñÿ äî íåñêií÷åííîñòi"; ñïðàâæíié ïîäië çàêií÷ó¹òüñÿ àòî-
ìàìè ïiñëÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà êðîêiâ.

Ðåàëiñòè÷íà êîíöåïöiÿ àêòóàëüíî¨ íåñêií÷åííîñòi Êóçàíñüêîãî âiäîáðàæåíà â
éîãî êâàäðàòóði êîëà. Âií ââàæà¹ êîëî íåñêií÷åííîái÷íèì ïðàâèëüíèì áàãàòîêó-
òíèêîì, òîáòî ïðàâèëüíèì áàãàòîêóòíèêîì iç íåñêií÷åííèì ÷èñëîì (íåñêií÷åííî
êîðîòêèõ) ñòîðií. Äiëÿ÷è éîãî íà âiäïîâiäíå íåñêií÷åííå ÷èñëî òðèêóòíèêiâ, éîãî
ïëîùó, ÿê i äëÿ áóäü-ÿêîãî ïðàâèëüíîãî áàãàòîêóòíèêà, ìîæíà îá÷èñëèòè ÿê ïîëî-
âèíó äîáóòêó àïîôåìè (ó öüîìó âèïàäêó òîòîæíî¨ ç ðàäióñîì êðóãà) i ïåðèìåòðà.
Öÿ iäåÿ ðîçãëÿäó êðèâî¨ ÿê íåñêií÷åííîái÷íîãî áàãàòîêóòíèêà áóëà âèêîðèñòàíà
íèçêîþ ìèñëèòåëiâ, íàïðèêëàä, Êåïëåðîì, Ãàëiëåî i Ëåéáíiöåì.

Ó ðàííié ñó÷àñíèé ïåðiîä ïî �âðîïi ïîøèðèëîñü çíàííÿ àíòè÷íî¨ ãåîìåòði¨, îñî-
áëèâî àðõiìåäîâî¨, i ïîñëàáèâñÿ àðiñòîòåëiâñüêèé òèñê íà ìèñëåííÿ.Ùîäî ïðîáëåìè
êîíòèíóóìó ôîêóñ çñóíóâñÿ âiä ìåòàôiçèêè äî òåõíiêè, âiä ïðîáëåìè "÷èì áóëè íå-
ïîäiëüíi àáî ÷è âîíè ñêëàäàëè âåëè÷èíè" äî "íîâèõ ÷óäåñ, ÿêi ìîæíà çäiéñíþâàòè
iç íèìè" çà äîïîìîãîþ âèíèêíåííÿ ÷èñëåííÿ i ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó. Ñïðàâäi, âiä-
ñëiäêîâóâàííÿ ðîçâèòêó ïîíÿòòÿ êîíòèíóóìó ïðîòÿãîì öüîãî ïåðiîäó ðiâíîñèëüíå
äî ñïîñòåðåæåííÿ âèíèêíåííÿ ÷èñëåííÿ. Òðàäèöiéíî ãåîìåòðiÿ ¹ îáëàñòþ ìàòåìà-
òèêè, ùî ìà¹ ñïðàâó ç íåïåðåðâíèì, à àðèôìåòèêà (àáî àëãåáðà) � ç äèñêðåòíèì.
×èñëåííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ, ùî íàáðàëî âèãëÿäó ó 16-ó i 17-ó ñòîëiòòÿõ, ÿêå ìà-
ëî ïåðøî÷åðãîâèì ïðåäìåòîì íåïåðåðâíó çìiíó, ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê ïåâíèé âèä
ñèíòåçó íåïåðåðâíîãî i äèñêðåòíîãî, iç íåñêií÷åííî ìàëèì çàìîùóâàííÿì ùiëèíè
ìiæ íèìè. Ïîøèðåíå âèêîðèñòàííÿ íåïîäiëüíèõ i íåñêií÷åííî ìàëèõ â àíàëiçi íå-
ïåðåðâíî¨ çìiíè ìàòåìàòèêàìè òîãî ÷àñó ñâiä÷èòü ïðî óòâåðäæåííÿ ïåâíîãî ðîäó
ìàòåìàòè÷íîãî àòîìiçìó, ÿêèé àñîöiéîâàíèé iç ÷èñëåííÿì. Îòîæ, öå ðàäøå íåñêií-
÷åííî ìàëi, íiæ íåñêií÷åííi, ñëóæèëè ìàòåìàòè÷íèì "êàìåíåì äëÿ ïåðåõîäó" ìiæ
íåïåðåðâíèì i äèñêðåòíèì.

Éîãàíí Êåïëåð (1571-1630) ÷àñòî âèêîðèñòîâóâàâ íåñêií÷åííî ìàëi ó ñâî¨õ îá-
÷èñëåííÿõ. Ó êíèçi "Nova Stereometria" (1615 ð.), íàïèñàíié íàñïðàâäi ÿê äîïîìîãà
â îá÷èñëåííi îá'¹ìiâ âèííèõ áî÷îê, âií ðîçãëÿäà¹ êðèâi ÿê íåñêií÷åííîái÷íi áàãà-
òîêóòíèêè, à òâåðäi òiëà � ÿê çðîáëåíi ç íåñêií÷åííî òîíêèõ äèñêiâ. Òàêi âèêîðè-
ñòàííÿ óçãîäæóâàëèñÿ iç çâè÷àéíèì âèêîðèñòàííÿì Êåïëåðîì íåñêií÷åííî ìàëèõ
òîãî ñàìîãî âèìiðó, ùî é ôiãóðè, ÿêi âîíè ñêëàäàþòü; ïðîòå âií òàêîæ ó ïåâíèõ
âèïàäêàõ âèêîðèñòîâóâàâ íåïîäiëüíi. Âií ãîâîðèâ, íàïðèêëàä, ïðî êîíóñ, ÿê ñêëà-
äåíèé ç êðóãiâ, à â "Astronomia Nova" (1609 ð.), äå âií ñòâåðäèâ ñâî¨ çíàìåíèòi
çàêîíè ïëàíåòàðíîãî ðóõó, âií ââàæà¹ ïëîùó åëiïñà "ñóìîþ ðàäióñiâ", ïðîâåäåíèõ
ç ôîêóñà.

Çäà¹òüñÿ, ùî ñàìå Êåïëåð âïåðøå çàïðîâàäèâ iäåþ, ÿêà ïiçíiøå ñòàëà ïàíóþ-
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÷èì ïðèíöèïîì ãåîìåòði¨ � íåïåðåðâíî¨ çìiíè ìàòåìàòè÷íîãî îá'¹êòà, ó öüîìó
âèïàäêó ãåîìåòðè÷íî¨ ôiãóðè. Ó Astronomiae pars Optica (1604 ð.) Êåïëåð çàçíà-
÷èâ, ùî êîíi÷íi ïåðåðiçè íåïåðåðâíî îäåðæóþòüñÿ îäèí ç îäíîãî ÿê çà äîïîìîãîþ
ôîêàëüíîãî ðóõó, òàê i çìiíîþ êóòà ñi÷íî¨ ïëîùèíè ç êîíóñîì.

Ãàëiëåî Ãàëiëåé (1564-1642) çàõèùàâ ïåâíó ôîðìó ìàòåìàòè÷íîãî àòîìiçìó, ó
ÿêié ìîæíà ðîçïiçíàòè âïëèâ äåìîêðiòiâñüêèõ àòîìiñòiâ i àðiñòîòåëiâñüêèõ ñõîëà-
ñòèêiâ. Öå ñòà¹ çðîçóìiëî, êîëè çâåðíóòèñÿ äî ïåðøîãî äíÿ ãàëiëå¹âèõ Äiàëîãiâ ùî-
äî äâîõ íîâèõ íàóê (1638ð.). Ñàëüâiàòi, ïðåäñòàâíèê Ãàëiëåÿ, ñòâåðäæó¹, âñóïåðå÷
Áðàäâàðäàéíó i àðiñòîòåëiâñüêèì ñõîëàñòèêàì, ùî íåïåðåðâíà âåëè÷èíà çðîáëåíà
ç íåïîäiëüíèõ, íàñïðàâäi íåñêií÷åííîãî ÷èñëà íèõ. Ñàëüâiàòi/Ãàëiëåî âèçíà¹, ùî
öÿ íåñêií÷åííiñòü íåïîäiëüíèõ íiêîëè íå áóäå çäiéñíåíà ïîñëiäîâíèì ïiäïîäiëîì,
àëå ñòâåðäæó¹, ùî âií ìà¹ ìåòîä äëÿ ïîðîäæåííÿ ¨¨ âiäðàçó, òèì ñàìèì ïåðåìiùó-
þ÷è ¨¨ çi ñôåðè ïîòåíöiéíîãî äî ôàêòè÷íî¨ ðåàëiçàöi¨: öåé "ìåòîä äëÿ ðîçäiëåííÿ
i ðîçêëàäàííÿ îäíèì óäàðîì öiëî¨ íåñêií÷åííîñòi" âèÿâëÿ¹òüñÿ ïðîñòî äi¹þ çãè-
íàííÿ ïðÿìî¨ â êîëî. Òóò Ãàëiëåé çíàõîäèòü äîòåïíå "ìåòàôiçè÷íå" çàñòîñóâàííÿ
iäå¨ ðîçãëÿäó êðóãà ÿê íåñêií÷åííîái÷íîãî áàãàòîêóòíèêà. Êîëè ïðÿìà çiãíóòà â êî-
ëî, Ãàëiëåé, çäà¹òüñÿ, ïðèéìà¹, ùî òèì ñàìèì ïðÿìié áóëà íàäiëåíà íåïîäiëüíèìè
÷àñòèíàìè, òîáòî òî÷êàìè. Àëå ÿêùî ââàæàòè, ùî öi ÷àñòèíè ¹ ñòîðîíàìè íåñêií-
÷åííîái÷íîãî áàãàòîêóòíèêà, òî âîíè êðàùå õàðàêòåðèçóþòüñÿ íå ÿê íåïîäiëüíi
òî÷êè, à ðàäøå ÿê ïðÿìi, ùî çãèíàþòüñÿ, êîæíà âiäðàçó ÷àñòèíà i äîòè÷íà äî êî-
ëà. Ãàëiëåî íå çãàäó¹ öi¹¨ ìîæëèâîñòi, àëå âñå æ íåñêëàäíî âèÿâèòè òóò çàðîäîê
iäå¨ ðîçãëÿäó êðèâî¨ ÿê íåñêií÷åííî ìàëîãî çiáðàííÿ ïðÿìèõ ëiíié, ùî çãèíàþòüñÿ.

Ó÷åíü i êîëåãà Ãàëiëåÿ Áîíàâåíòóðà Êàâàëü¹ði (1598-1647) óäîñêîíàëèâ âèêî-
ðèñòàííÿ íåïîäiëüíèõ äî íàäiéíîãî ìàòåìàòè÷íîãî iíñòðóìåíòà; ñïðàâäi, "ìåòîä
íåïîäiëüíèõ" äîòåïåð àñîöiþ¹òüñÿ iç éîãî iìåíåì. Êàâàëü¹ði íiäå íå ïîÿñíþ¹ òî÷íî,
ùî âií ðîçóìi¹ ïiä ñëîâîì "íåïîäiëüíå", àëå î÷åâèäíî, ùî âií óÿâëÿ¹ ïîâåðõíþ, ÿê
ñêëàäåíó iç ìíîæèíè ðiâíîâiääàëåíèõ ïàðàëåëüíèõ âiäðiçêiâ, à îá'¹ì � ïàðàëåëü-
íèõ ïëîùèí, ÿêi íàçâàíi íåïîäiëüíèìè ïîâåðõíi i îá'¹ìó âiäïîâiäíî. Íåçâàæàþ÷è
íà òå, ùî Êàâàëü¹ði âèçíàâàâ, ùî öi "ìíîæèíè" íåïîäiëüíèõ ìóñÿòü áóòè íåîáìå-
æåíî âåëèêèìè, íàñïðàâäi áóâ ãîòîâèé ðîçãëÿäàòè ¨õ ôàêòè÷íî íåñêií÷åííèìè, âií
óõèëÿâñÿ âiä ñëiäóâàííÿ çà Ãàëiëåî â çàïëóòóâàííÿ ó òåíåòà íåñêií÷åííîñòi, çðî-
çóìiâøè, ùî äëÿ òîãî ùîá "ìåòîä íåïîäiëüíèõ" ïðàöþâàâ, òî÷íå ÷èñëî çàäiÿíèõ
íåïîäiëüíèõ íå ìà¹ çíà÷åííÿ. Íàñïðàâäi ñóòòþ ìåòîäó ìåòîäó Êàâàëü¹ði áóëî âñòà-
íîâëåííÿ âiäïîâiäíîñòi ìiæ íåïîäiëüíèìè äâîõ "ïîäiáíèõ" ôîðì (êîíôiãóðàöié), à
ó âèïàäêàõ, ÿêi Êàâàëü¹ði ðîçãëÿäà¹, î÷åâèäíî, ùî öÿ âiäïîâiäíiñòü ïiäêàçàíà âè-
íÿòêîâî íà ãåîìåòðè÷íèõ îñíîâàõ, ðîáëÿ÷è ¨¨ äîñòàòíüî íåçàëåæíîþ âiä ÷èñëà.
Ñàìå ôîðìóëþâàííÿ ïðèíöèïó Êàâàëü¹ði âòiëþ¹ öþ iäåþ: ÿêùî ïëîñêi ôiãóðè ïî-
ìiùåíi ìiæ ïàðîþ ïàðàëåëüíèõ ïðÿìèõ i ÿêùî ¨õíi ïåðåðiçè íà áóäü-ÿêié ïðÿìié,
ïàðàëåëüíié äî öèõ ïðÿìèõ, çíàõîäÿòüñÿ ó ôiêñîâàíîìó âiäíîøåííi, òî ïëîùi öèõ
ôiãóð çíàõîäÿòüñÿ ó òîìó ñàìîìó âiäíîøåííi. (Àíàëîãi÷íèé ïðèíöèï âèêîíó¹òüñÿ
äëÿ òië.) Ìåòîä Êàâàëü¹ði ¹, ïî ñóòi, ñêîðî÷åííÿì âèìiðó: òiëà çâîäÿòüñÿ äî ïëîùèí
iç ïîðiâíþâàíèìè ïëîùàìè, à ïëîùèíè äî ïðÿìèõ iç ïîðiâíþâàíèìè äîâæèíàìè.
Õî÷à öüîãî ìåòîäó äîñòàòíüî äëÿ îá÷èñëåííÿ ïëîù àáî îá'¹ìiâ, éîãî íå ìîæíà çà-
ñòîñóâàòè äëÿ ñïðÿìëþâàííÿ êðèâèõ, îñêiëüêè ñêîðî÷åííÿ ó öüîìó âèïàäêó áóëî
áè äî òî÷îê, ïðîòå íå ìîæíà íàäàòè íiÿêîãî çìiñòó "âiäíîøåííþ" äâîõ òî÷îê. Äëÿ
ñïðÿìëþâàííÿ, ÿê ñòàëî çðîçóìiëî ïiçíiøå, êðèâó ïîòðiáíî ðîçãëÿäàòè íå ÿê ñóìó
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íåïîäiëüíèõ, òîáòî òî÷îê, à ðàäøå íåñêií÷åííî ìàëèõ ïðÿìèõ, ¨¨ ìiêðîâiäðiçêiâ.

Ðåíå Äåêàðò (1596-1650) çàñòîñîâóâàâ òåõíiêó íåñêií÷åííî ìàëèõ, âêëþ÷íî iç
ìåòîäîì íåïîäiëüíèõ Êàâàëü¹ði, ó ñâî¨é ìàòåìàòè÷íié ðîáîòi. Ïðîòå âií óíèêàâ
âèêîðèñòàííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ ïðè âèçíà÷åííi äîòè÷íèõ äî êðèâèõ, ðîçâèâàþ÷è
äëÿ öi¹¨ ìåòè çàìiñòü öüîãî ÷èñòî àëãåáðà¨÷íi ìåòîäè. Ïåâíèé éîãî íàéãîñòðiøèé
êðèòèöèçì áóâ ñïðÿìîâàíèé íà òèõ ìàòåìàòèêiâ, òàêèõ ÿê Ôåðìà, ÿêi âèêîðèñòî-
âóâàëè íåñêií÷åííî ìàëi ó ïîáóäîâi äîòè÷íèõ.

ßê ôiëîñîôà, Äåêàðòà ìîæíà øèðîêî îõàðàêòåðèçóâàòè ÿê ñèíåõiñòà. Éîãî ôi-
ëîñîôñüêà ñèñòåìà ñïèðà¹òüñÿ íà äâà ôóíäàìåíòàëüíi ïðèíöèïè: çíàìåíèòèé êàð-
òåçiàíñüêèé äóàëiçì � ïîäië ìiæ ðîçóìîì i ìàòåði¹þ � i ìåíø âiäîìå îòîòîæíåííÿ
ìàòåði¨ i ïðîñòîðîâî¨ ïðîòÿæíîñòi. Ó Meditations (Ìiðêóâàííÿ) Äåêàðò ðîçðiçíÿ¹
ðîçóì i ìàòåðiþ íà òèõ ïiäñòàâàõ, ùî òiëåñíå, áóäó÷è ïðîñòîðîâî ïðîòÿæíèì, ¹
ïîäiëüíèì, íàòîìiñòü ðîçóìîâå áåç÷àñòèííå. Îòîòîæíåííÿ ìàòåði¨ i ïðîñòîðîâî¨
ïðîòÿæíîñòi ìàëî òîé íàñëiäîê, ùî ìàòåðiÿ íåïåðåðâíà i ïîäiëüíà áåç ãðàíèöi.
Îñêiëüêè ïðîòÿæíiñòü ¹ ¹äèíîþ ñóòò¹âîþ âëàñòèâiñòþ ìàòåði¨ i, íàâïàêè, ìàòåðiÿ
çàâæäè ñóïðîâîäæó¹ ïðîòÿæíiñòü, òî ìàòåðiÿ ìóñèòü áóòè âñþäèñóùîþ. Ïðîñòið
Äåêàðòà çãiäíî ç öèì, ÿê i äëÿ ñòî¨êiâ, ¹ çàïîâíåíiñòþ, ïðîñÿêíóòîþ íåïåðåðâíèì
ñåðåäîâèùåì.

Ïîíÿòòÿ íåñêií÷åíî ìàëî¨ âèíèêëî iç çàäà÷àìè ãåîìåòðè÷íîãî õàðàêòåðó i íå-
ñêií÷åííî ìàëi óÿâëÿëè ïî÷àòêîâî ÿê òàêi, ùî íàëåæàòü âèêëþ÷íî äî êîðîëiâñòâà
íåïåðåðâíî¨ âåëè÷èíè íà ïðîòèâàãó êîðîëiâñòâó äèñêðåòíîãî ÷èñëà. Àëå ç àëãåáðè
i àíàëiòè÷íî¨ ãåîìåòði¨ 16-ãî i 17-ãî ñòîëiòü âèéøëî ïîíÿòòÿ íåñêií÷åííî ìàëîãî
÷èñëà. Öÿ iäåÿ âïåðøå ç'ÿâèëàñÿ ó ïðàöi Ï'¹ðà äå Ôåðìà (1601-65) ïðî âèçíà÷åííÿ
ìàêñèìàëüíèõ i ìiíiìàëüíèõ çíà÷åíü, îïóáëiêîâàíié ó 1638 ð. Òðàêòóâàííÿ Ôåðìà
ìàêñèìóìiâ i ìiíiìóìiâ ìiñòèòü çàðîäîê ïëiäíî¨ òåõíiêè "íåñêií÷åííî ìàëî¨ çìiíè
(âàðiàöi¨)", òîáòî äîñëiäæåííÿ ïîâåäiíêè ôóíêöi¨, ïiääàþ÷è ¨¨ çìiííi ìàëèì çìiíàì.
Ôåðìà çàñòîñóâàâ öåé ìåòîä äëÿ âèçíà÷åííÿ äîòè÷íèõ äî êðèâèõ i öåíòðiâ âàãè.

Êîíòèíóóì i íåñêií÷åííî ìàëi ó 17-ó i 18-ó ñòîëiòòÿõ

Iñààê Áàððîó (1630-77) áóâ îäíèì iç ïåðøèõ ìàòåìàòèêiâ, ÿêi âëîâèëè âçà¹ì-
íå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ çàäà÷åþ êâàäðàòóðè i çàäà÷åþ çíàõîäæåííÿ äîòè÷íèõ äî
êðèâèõ � ñó÷àñíîþ ìîâîþ ìiæ iíòåãðóâàííÿì i äèôåðåíöiþâàííÿì. Ó ñâî¨õ Lecti-
ones Geometricae (1670 ð.) Áàððîó çàçíà÷à¹, ïî ñóòi, ùî ÿêùî êâàäðàòóðà êðèâî¨
y = f(x) âiäîìà, iç çàäàíîþ ïëîùåþ F (x) äî x, òî ïiääîòè÷íà äî êðèâî¨ y = F (x)
âèìiðþ¹òüñÿ âiäíîøåííÿì ¨¨ îðäèíàòè äî îðäèíàòè ïî÷àòêîâî¨ êðèâî¨.

Áàððîó, ðàäèêàëüíèé ñèíåõiñò, ðîçãëÿäàâ êîíôëiêò ìiæ äèâiçiîíiçìîì i àòîìi-
çìîì ÿê æèâå ïèòàííÿ i ïîäàâ íèçêó àðãóìåíòiâ ïðîòè ìàòåìàòè÷íîãî àòîìiçìó,
íàéñèëüíiøèé ç ÿêèõ ïîëÿãàâ ó òîìó, ùî àòîìiçì ñóïåðå÷èòü áàãàòüîì îñíîâíèì
òâåðäæåííÿì åâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨. Áàððîó óÿâëÿâ íåïåðåðâíi âåëè÷èíè ÿê ïîðî-
äæåíi ðóõàìè, i òîìó íåîáõiäíî çàëåæíèìè âiä ÷àñó � ïîãëÿä, ÿêèé, çäà¹òüñÿ, ìóñiâ
ìàòè ñèëüíèé âïëèâ íà ìèñëåííÿ éîãî ñëàâåòíîãî ó÷íÿ Iñààêà Íüþòîíà (1642-1727).
Ìiðêóâàííÿ Íüþòîíà ïðîòÿãîì ðîêó ÷óìè (1665-66) âèëèëèñü ó âèíàõiä òîãî, ùî
âií íàçâàâ "×èñëåííÿì ôëþêñié", ïðèíöèïè i ìåòîäè ÿêîãî áóëè ïðåäñòàâëåíi ó
òðüîõ òðàêòàòàõ, îïóáëiêîâàíèõ áàãàòî ðîêiâ ïiñëÿ òîãî, ÿê âîíè áóëè íàïèñàíi: De
analysi per aequationes numero terminorum in�nitas; Methodus �uxionum et serierum
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in�nitarum; òà De quadratura curvarum. Ïiäõiä Íüþòîíà äî ÷èñëåííÿ ñïèðà¹òüñÿ,
íàâiòü áiëüø ðiøó÷å, íiæ ó Áàððîó, íà êîíöåïöiþ êîíòèíóóìiâ ÿê ïîðîäæåíèõ ðó-
õîì.

Àëå åêñïëóàòàöiÿ Íüþòîíîì êiíåìàòè÷íî¨ êîíöåïöi¨ éøëà çíà÷íî äàëi, íiæ ó
Áàððîó. Ó De analysi âií, íàïðèêëàä, çàïðîâàäèâ ïîçíà÷åííÿ äëÿ "êîðîòêî÷àñíî-
ãî ïðèðîñòó" (ìîìåíòó) � ùî, î÷åâèäíî, îçíà÷àëî ïðåäñòàâëÿòè ìîìåíò àáî ìèòü
÷àñó � àáñöèñè àáî ïëîùi êðèâî¨, ïðè÷îìó iç ñàìîþ àáñöèñîþ, ùî ïðåäñòàâëÿ¹ ÷àñ.
Öåé "ìîìåíò" � ôàêòè÷íî òå ñàìå, ùî íåñêií÷åííî ìàëi êiëüêîñòi, çàïðîâàäæåíi
ïîïåðåäíüî Ôåðìà i Áàððîó � Íüþòîí ïîçíà÷à¹ o ó âèïàäêó àáñöèñè i oν ó âèïàäêó
ïëîùi. Iç òîãî ôàêòó, ùî Íüþòîí âèêîðèñòîâó¹ ëiòåðó ν äëÿ îðäèíàòè, ìîæíà âè-
ñíóâàòè, ùî âií äóìà¹ ïðî êðèâó, ÿê ïðî ãðàôiê øâèäêîñòi âiä ÷àñó. Ðîçãëÿäàþ÷è
ðóõîìèé âiäðiçîê àáî îðäèíàòó ÿê ìîìåíò ïëîùi, Íüþòîí âñòàíîâèâ çàãàëüíiñòü i
âçà¹ìíå ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ îïåðàöiÿìè äèôåðåíöiþâàííÿ i iíòåãðóâàííÿ � ôàêò,
ÿêèé Áàððîó çðîçóìiâ, àëå íå âèêîðèñòîâóâàâ ñèñòåìàòè÷íî. Äî Íüþòîíà êâàäðà-
òóðà àáî iíòåãðóâàííÿ ñïèðàëèñü îñòàòî÷íî "íà äåÿêèé ïðîöåñ, ÿêèì åëåìåíòàð-
íi òðèêóòíèêè àáî ïðÿìîêóòíèêè äîäàþòüñÿ ðàçîì", òîáòî íà ìåòîä íåïîäiëüíèõ.
ßâíå òðàêòóâàííÿ Íüþòîíîì iíòåãðóâàííÿ ÿê îáåðíåíîãî äèôåðåíöiþâàííÿ áóëî
êëþ÷åì äî iíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ.

Ó Methodus �uxionum Íüþòîí ðîáèòü ÿâíîþ êîíöåïöiþ çìiííèõ êiëüêîñòåé ÿê
ïîðîäæåíèõ ðóõàìè i çàïðîâàäæó¹ ñâî¨ õàðàêòåðíi ïîçíà÷åííÿ. Âií íàçèâà¹ êiëü-
êiñòü, ïîðîäæåíó ðóõîì, ôëþåíòîþ, à ¨¨ òåìï ïîðîäæåííÿ � ôëþêñi¹þ. Ôëþêñiþ
ôëþåíòè x ïîçíà÷åíî ẋ, à ¨¨ ìîìåíò àáî "íåñêií÷åííî ìàëèé ïðèðiñò, ùî íàêî-
ïè÷ó¹òüñÿ çà íåñêií÷åííî êîðîòêèé ÷àñ o", � ẋo. Çàäà÷ó âèçíà÷åííÿ äîòè÷íî¨ äî
êðèâî¨ ïåðåòâîðåíî ó çàäà÷ó çíàõîäæåííÿ ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ôëþêñiÿìè ẋ i ż,
êîëè öþ çàäà÷ó ïîäàíî ðiâíÿííÿì, ùî ïðåäñòàâëÿ¹ ñïiââiäíîøåííÿ ìiæ ôëþåí-
òàìè x i z. (Êâàäðàòóðà ¹ îáåðíåíîþ çàäà÷åþ, òîáòî âèçíà÷åííÿì ôëþåíò, êîëè
ôëþêñi¨ çàäàíî.) Îòîæ, íàïðèêëàä, ó âèïàäêó ôëþåíòè z = xn Íüþòîí ñïåðøó
óòâîðþ¹ ż + żo = (ẋ + ẋo)n, ðîçêëàäà¹ ïðàâèé áiê, âèêîðèñòîâóþ÷è áiíîìiàëüíó
òåîðåìó, âiäíiìà¹ z = xn, äiëèòü íà o, íåõòó¹ âñiìà ÷ëåíàìè, ÿêi âñå ùå ìiñòÿòü o,
i òàê îäåðæó¹ ż = nxn−1ẋ.

Ïiçíiøå Íüþòîí áóâ íåçàäîâîëåíèé íåçàïåðå÷íîþ ïðèñóòíiñòþ íåñêií÷åííî ìà-
ëèõ ó ñâî¹ìó ÷èñëåííi òà ñóìíiâíîþ ïðîöåäóðîþ "íåõòóâàííÿ" íèìè. Ó ïåðåäìîâi
äî De quadratura curvarum âií çàóâàæó¹, ùî íåìà¹ íåîáõiäíîñòi çàïðîâàäæóâàòè â
ìåòîä ôëþêñié áóäü-ÿêèé àðãóìåíò ïðî íåñêií÷åííî ìàëi êiëüêîñòi. Íà ¨õ ìiñöå âií
ïðîïîíó¹ çàñòîñîâóâàòè òå, ùî âií íàçèâà¹ ìåòîäîì ïåðøîãî i îñòàííüîãî âiäíî-
øåííÿ. Íà öåé ìåòîä, ó áàãàòüîõ âiäíîøåííÿõ ïåðåä÷óòòÿ êîíöåïöi¨ ãðàíèöi, áóëà
íèçêà íàòÿêiâ ó çíàìåíèòèõ Principia mathematica philosophiae naturalis (1687 ð.)
Íüþòîíà.

Íüþòîí ðîçâèíóâ òðè ïiäõîäè äî ñâîãî ÷èñëåííÿ, ÿêèõ âñiõ âií ââàæàâ òàêè-
ìè, ùî ïðèâîäÿòü äî åêâiâàëåíòíèõ ðåçóëüòàòiâ, àëå ÿêi âiäðiçíÿþòüñÿ çà ñòóïåíåì
ñòðîãîñòi. Ïåðøèé âèêîðèñòîâóâàâ íåñêií÷åííî ìàëi êiëüêîñòi, ÿêi, õî÷à é íå ñêií-
÷åííi, ó òîé ñàìèé ÷àñ íå ¹ òî÷íî íóëÿìè. Âèÿâèâøè, ùî âîíè óíèêàþòü òî÷íîãî
ôîðìóëþâàííÿ, Íüþòîí çîñåðåäèâñÿ çàìiñòü öüîãî íà ¨õ âiäíîøåííi, ÿêå, çàãàëîì,
¹ ñêií÷åííèì ÷èñëîì. ßêùî öå âiäíîøåííÿ âiäîìå, òî íåñêií÷åííî ìàëi êiëüêîñòi,
ùî óòâîðþþòü éîãî, ìîæíà çàìiíèòè áóäü-ÿêèìè ïiäõîäÿ÷èìè ñêií÷åííèìè âåëè-
÷èíàìè � òàêèìè ÿê øâèäêîñòi àáî ôëþêñi¨ � ùî ìàþòü òàêå ñàìå âiäíîøåííÿ. Öå ¹
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ìåòîä ôëþêñié. Âèçíàþ÷è, ùî öåé ìåòîä ñàì ïîòðåáó¹ îá ðóíòóâàííÿ, Íüþòîí çà-
áåçïå÷èâ éîãî òàêèì ó ôîðìi äîêòðèíè ïåðøèõ i îñòàííiõ âiäíîøåíü � êiíåìàòè÷íié
ôîðìi òåîði¨ ãðàíèöü.

Ôiëîñîô-ìàòåìàòèê Ã.Â.Ëåéáíiö (1646-1716) áóâ äóæå ïîãëèíóòèé çàäà÷åþ ñêëà-
äàííÿ êîíòèíóóìó � "ëàáiðèíòó êîíòèíóóìó", ÿê âií íàçèâàâ éîãî. Ñïðàâäi, çà éî-
ãî âëàñíèì ñâiä÷åííÿì éîãî ôiëîñîôñüêà ñèñòåìà � ìîíàäèçì � âèðîñëà ïðîñòî iç
áîðîòüáè iç çàäà÷åþ ÿê, àáî ÷è, êîíòèíóóì ìîæíà ïîáóäóâàòè iç íåïîäiëüíèõ åëå-
ìåíòiâ. Ëåéáíiö çàïèòó¹ ñåáå: ÿêùî ìè ïðèéìà¹ìî, ùî êîæíà äiéñíà ñóòíiñòü ¹ àáî
ïðîñòîþ îäèíèöåþ àáî ìíîæèíîþ i ùî ìíîæèíà íåîáõiäíî ¹ çiáðàííÿì îäèíèöü,
òî ïiä ÿêîþ êàòåãîði¹þ òðåáà êëàñèôiêóâàòè ãåîìåòðè÷íèé êîíòèíóóì òàêèé ÿê
ïðÿìà? Òåïåð ïðÿìà ðîçøèðåíà i Ëåéáíiö ïðèòðèìóâàâñÿ äóìêè, ùî ïðîäîâæåí-
íÿ ¹ ôîðìîþ ïîâòîðåííÿ, òîìó ïðÿìà, áóäó÷è ïîäiëüíîþ íà ÷àñòèíè, íå ìîæå áóòè
(iñòèííîþ) îäèíèöåþ. Òîäi âîíà ¹ ìíîæèíîþ i çãiäíî ç öèì çiáðàííÿì îäèíèöü. Àëå
ÿêîãî ñîðòó îäèíèöü? Íàïåâíå, ¹äèíèìè êàíäèäàòàìè äëÿ ãåîìåòðè÷íèõ îäèíèöü
¹ òî÷êè, àëå òî÷êè ¹ íå áiëüøå íiæ êiíöÿìè ðîçøèðåíèõ, i â áóäü-ÿêîìó âèïàäêó,
ÿê çíàâ Ëåéáíiö, òâåðäi àðãóìåíòè, ÿêi éäóòü ùå âiä Àðiñòîòåëÿ, âñòàíîâëþþòü,
ùî íiÿêèé êîíòèíóóì íå ìîæíà ñêëàñòè ç òî÷îê. Ç öüîãî âèïëèâà¹, ùî êîíòèíóóì
íå ¹ íi îäèíèöåþ, íi çiáðàííÿì îäèíèöü. Ëåéáíiö çðîáèâ âèñíîâîê, ùî êîíòèíóóìè
âçàãàëi íå ¹ äiéñíèìè ñóòíîñòÿìè; ÿê "öiëi, ùî ïåðåäóþòü ¨õíiì ÷àñòèíàì" âîíè
çàìiñòü öüîãî ìàþòü ÷èñòî iäåàëüíèé õàðàêòåð. Öèì ñïîñîáîì âií çâiëüíèâ êîíòè-
íóóì âiä âèìîãè, ùî, ÿê ùîñü çðîçóìiëå, âií ìóñèòü áóòè ïðîñòèì àáî ñêëàäåíèì ç
ïðîñòèõ.

Ëåéáíiö äîòðèìóâàâñÿ äóìêè, ùî ïðîñòið i ÷àñ, ÿê êîíòèíóóìè, ¹ iäåàëüíèìè,
à áóäü-ùî äiéñíå, çîêðåìà ìàòåðiÿ, ¹ äèñêðåòíèì, ñêëàäåíèì ç ïðîñòèõ îäèíè÷íèõ
÷àñòèíîê, ÿêi âií íàçèâàâ ìîíàäàìè.

Ñåðåä íàéâiäîìiøèõ äîêòðèí Ëåéáíiöà ¹ ïðèíöèï àáî çàêîí íåïåðåðâíîñòi. Ó
äåùî ðîçïëèâ÷àòié ôîðìi öåé ïðèíöèï áóâ çàñòîñîâàíèé ó äåÿêèõ âèïàäêàõ ïî-
ïåðåäíèêàìè Ëåéáíiöà âêëþ÷íî iç Êóçàíñüêèì i Êåïëåðîì, àëå ñàìå Ëåéáíiö äàâ
ïðèíöèïîâi "ÿñíiñòü ôîðìóëþâàííÿ, ÿêîãî éîìó ðàíiøå áðàêóâàëî, i ìîæëèâî ç
öi¹¨ ïðè÷èíè ðîçãëÿäàâ éîãî ñâî¨ì âëàñíèì âiäêðèòòÿì". Ó ëèñòi äî Áåéëÿ 1687 ð.
Ëåéáíiö òàê ñôîðìóëþâàâ öåé ïðèíöèï: "ó áóäü-ÿêîìó óÿâëþâàíîìó ïåðåõîäi, ùî
çàêií÷ó¹òüñÿ ó áóäü-ÿêié êiíöåâié òî÷öi, äîïóñòèìî âñòàíîâèòè çàãàëüíå ìiðêóâà-
ííÿ, â ÿêå ìîæíà âêëþ÷èòè ôiíàëüíó êiíöåâó òî÷êó". Çäà¹òüñÿ, öå âêàçó¹ íà òå,
ùî Ëåéáíiö ðîçãëÿäàâ "ïåðåõîäè" áóäü-ÿêîãî ñîðòó ÿê íåïåðåðâíi. Çâè÷àéíî, âií
äîòðèìóâàâñÿ äóìêè, ùî öå áóëî òàê ó âèïàäêó ãåîìåòði¨ i äëÿ ïðèðîäíèõ ïðîöå-
ñiâ, äå öÿ äîêòðèíà ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ÿê ïðèíöèï "Ïðèðîäà íå ðîáèòü ñòðèáêiâ". Çãiäíî
ç Ëåéáíiöåì ñàìå çàêîí íåïåðåðâíîñòi äà¹ çìîãó ãåîìåòði¨ i âèíèêàþ÷èì ìåòîäàì
÷èñëåííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ áóòè çàñòîñîâíèìè ó ôiçèöi. Ïðèíöèï íåïåðåðâíîñòi
òàêîæ çàáåçïå÷èâ ãîëîâíi ïiäñòàâè äëÿ âiäêèäàííÿ Ëåéáíiöåì ìàòåðiàëüíîãî àòî-
ìiçìó.

Ïðèíöèï íåïåðåðâíîñòi òàêîæ çiãðàâ âàæëèâó ðîëü, ùî ëåæàëà â îñíîâi ìàòå-
ìàòè÷íî¨ ðîáîòè Ëåéáíiöà, îñîáëèâî ó ðîçâèòêó ÷èñëåííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ. Åññå
Ëåéáíiöà Nova Methodus(1684 ð.) òà De Geometri Recondita (1686 ð.) ìîæíà íàçâàòè
îôiöiéíèì íàðîäæåííÿì äèôåðåíöiàëüíîãî i iíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ âiäïîâiäíî.
Éîãî ïiäõiä äî ÷èñëåííÿ, ó ÿêîìó âèêîðèñòàííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ âiäiãðà¹ öåí-
òðàëüíó ðîëü, ìà¹ êîìáiíàòîðíi êîðåíi, ïðîñëiäêîâóâàíi äî éîãî ðàííüî¨ ðîáîòè ïðî
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âèâåäåíi ïîñëiäîâíîñòi ÷èñåë. ßêùî çàäàíà êðèâà, âèçíà÷åíà çìiííèìè x i y, ùî
çíàõîäÿòüñÿ ó âiäïîâiäíîñòi, âií çàïèñóâàâ dx i dy äëÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ ðiçíèöü
àáî äèôåðåíöiàëiâ ìiæ çíà÷åííÿìè x i y òà çàïèñóâàâ dy/dx äëÿ âiäíîøåííÿ öèõ
ðiçíèöü, ùî, ÿê âií ïîòiì ââàæàâ, ïðåäñòàâëÿ¹ íàõèë êðèâî¨ ó âiäïîâiäíié òî÷öi.
Öÿ ó âèùié ìiði ôîðìàëüíà ïðîöåäóðà, ùî íàâîäèòü íà äóìêè, ïðèâåëà Ëåéáíi-
öà äî ïðàâèë äëÿ îá÷èñëåííÿ ç äèôåðåíöiàëàìè, ùî áóëî äîñÿãíåíî âiäïîâiäíîþ
ìîäèôiêàöi¹þ ïðàâèë îá÷èñëåííÿ äëÿ çâè÷àéíèõ ÷èñåë.

Õî÷à âèêîðèñòàííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ áóëî iíñòðóìåíòàëüíèì ó ëåéáíiöåâîìó
ïiäõîäi äî ÷èñëåííÿ, ó 1684 ð. âií çàïðîâàäèâ êîíöåïöiþ äèôåðåíöiàëà, íå çãàäóþ÷è
íåñêií÷åííî ìàëi êiëüêîñòi, ìàéæå íàïåâíî äëÿ òîãî, ùîá óíèêíóòè òðóäíîùiâ ç
îñíîâàìè. Âií ñòâåðäæó¹ áåç äîâåäåííÿ íàñòóïíi ïðàâèëà äèôåðåíöiþâàííÿ:

ßêùî a � êîíñòàíòà, òî
da = 0

d(ax) = adx

d(x+ y − z) = dx+ dy − dz

d(xy) = xdy + ydx

d(x/y) = [xdy − ydx]/y2

d(xp) = pxp−1dx òàêîæ äëÿ äðîáîâîãî p.
Ïðîòå çà ôîðìàëüíîþ êðàñîþ öèõ ïðàâèë � ðàííiì âèÿâëåííÿì òîãî, ùî ïiçíi-

øå ðîçêâiòëî äî äèôåðåíöiàëüíî¨ àëãåáðè � ïðèñóòíiñòü íåñêií÷åííî ìàëèõ áóëà
âiä÷óòíîþ, îñêiëüêè ëåéáíiöåâå îçíà÷åííÿ äîòè÷íî¨ âèêîðèñòîâóâàëî i íåñêií÷åííî
ìàëi âiäñòàíi i êîíöåïöiþ êðèâî¨ ÿê íåñêií÷åííîái÷íîãî áàãàòîêóòíèêà.

Ëåéáíiö óÿâëÿâ äèôåðåíöiàëè dx, dy ÿê çìiííi, ùî çìiíþþòüñÿ íàä ðiçíèöÿìè.
Öå óìîæëèâèëî éîìó çðîáèòè âàæëèâèé êðîê ðîçãëÿäàòè ñèìâîë d ÿê îïåðàòîð,
ùî äi¹ íà çìiííi, ïðîêëàäàþ÷è òàê øëÿõ äëÿ ïîâòîðíîãî çàñòîñóâàííÿ d, ùî ïðè-
âîäèòü äî âèùèõ äèôåðåíöiàëiâ ddx = d2x, d3x = dd2x i, âçàãàëi, dn+1x = ddnx.
Ëåéáíiö ïðèïóñòèâ, ùî äèôåðåíöiàëè ïåðøîãî ïîðÿäêó dx, dy, ... áóëè íåïîðiâíÿí-
íî ìåíøi, íiæ ñêií÷åííi êiëüêîñòi x, y, ... (àáî íåñêií÷åííî ìàëi âiäíîñíî íèõ), i,
âçàãàëi, ùî àíàëîãi÷íå âiäíîøåííÿ îäåðæó¹òüñÿ ìiæ äèôåðåíöiàëàìè (n + 1)-ãî
ïîðÿäêó dn+1x i äèôåðåíöiàëàìè n-ãî ïîðÿäêó dnx. Âií òàêîæ ïðèïóñòèâ, ùî n-é
ñòåïiíü (dx)n äèôåðåíöiàëà ïåðøîãî ïîðÿäêó ¹ òîãî ñàìîãî ïîðÿäêó âåëè÷èíè ÿê
äèôåðåíöiàë n-ãî ïîðÿäêó dnx ó òîìó ðîçóìiííi, ùî ÷àñòêà dnx/(dx)n ¹ ñêií÷åííîþ
êiëüêiñòþ.

Äëÿ Ëåéáíiöà íåïîðiâíÿííà ìàëiñòü íåñêií÷åííî ìàëèõ âèâîäèëàñü iç íåâèêî-
íàííÿ íèìè ïðèíöèïó Àðõiìåäà; à êiëüêîñòi, ùî âiäðiçíÿþòüñÿ òiëüêè íåñêií÷åííî
ìàëî, ïîòðiáíî áóëî ââàæàòè ðiâíèìè. Àëå íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî íåñêií÷åííî ìàëi
óÿâëÿëèñÿ Ëåéáíiöåì ÿê íåïîðiâíÿííî ìåíøi, íiæ çâè÷àéíi ÷èñëà, çàêîí íåïåðåðâ-
íîñòi  àðàíòóâàâ, ùî âîíè ðåãóëþâàëèñÿ òàêèìè ñàìèìè çàêîíàìè, ÿê i îñòàííi.

Ïiäõiä Ëåéáíiöà äî íåñêií÷åííî ìàëèõ i äèôåðåíöiàëiâ, çäà¹òüñÿ, áóâ òàêèé, ùî
âîíè çàáåçïå÷óþòü åëåìåíòè, ÿêèìè ìîæíà íàäàòè ôîðìó ôîðìàëüíié ãðàìàòèöi
(àëãåáði) íåïåðåðâíîãî. Îñêiëüêè âií ââàæàâ êîíòèíóóìè ÷èñòî iäåàëüíèìè ñóòíî-
ñòÿìè, òî äëÿ íüîãî áóëî äîñêîíàëî ñóìiñíî äîòðèìóâàòèñÿ äóìêè, ùî âií i ðîáèâ,
ùî íåñêií÷åííî ìàëi êiëüêîñòi ñàìi ¹ íå ìåíø iäåàëüíèìè � ïðîñòî êîðèñíèìè ôi-
êöiÿìè, çàïðîâàäæåíèìè, ùîá ñêîðîòèòè äîâåäåííÿ i äîïîìîãòè ðîçóìiííþ.

Õî÷à ñàì Ëåéáíiö íå ïðèïèñóâàâ íåñêií÷åííî ìàëîìó àáî (ìàòåìàòè÷íîìó) íå-
ñêií÷åííîìó îá'¹êòèâíîãî iñíóâàííÿ, íèçêà éîãî ïîñëiäîâíèêiâ íå êîëèâàëèñÿ çðî-

78



áèòè òàê. Ñåðåä íàéçíàìåíèòiøèõ iç íèõ áóâ Éîãàíí Áåðíóëëi (1667-1748). Éîãî
ëèñò äî Ëåéáíiöà, íàïèñàíèé ó 1698 ð., ìiñòèòü ïðÿìå òâåðäæåííÿ, ùî "îñêiëüêè
÷èñëî ÷ëåíiâ ó ïðèðîäi ¹ íåñêií÷åííèì, òî íåñêií÷åííî ìàëå iñíó¹ â ñèëó ñàìîãî
öüîãî ôàêòó". Îäíå iç éîãî äîâåäåíü iñíóâàííÿ àêòóàëüíî íåñêií÷åííî ìàëèõ ïî-
÷èíà¹òüñÿ iç âèñòàâëåííÿ íåñêií÷åííî¨ ïîñëiäîâíîñòi 1/2, 1/3, 1/4, .... ßêùî òàì ¹
äåñÿòü ÷ëåíiâ, òî iñíó¹ îäíà äåñÿòà; ÿêùî ñòî � îäíà ñîòà, i ò.ä.; i òîìó, ÿêùî, ÿê
ïîñòóëþ¹òüñÿ, ÷èñëî ÷ëåíiâ ¹ íåñêií÷åííèì, òî iñíó¹ íåñêií÷åííî ìàëå.

×èñëåííÿ Ëåéáíiöà çäîáóëî øèðîêó àóäèòîðiþ çàâäÿêè ïóáëiêàöi¨ ó 1696 ð. Ãi-
éîìîì äå Ëîïiòàëåì (1661-1704) ïåðøî¨ ðîç'ÿñíþâàëüíî¨ êíèãè ç öüîãî ïðåäìåòó
Analyse des In�niments Petits Pour L'Intelligence des Lignes Courbes. Âîíà  ðóíòó¹-
òüñÿ íà äâîõ îçíà÷åííÿõ:

1. Çìiííi êiëüêîñòi � öå òi, ùî íåïåðåðâíî çðîñòàþòü àáî ñïàäàþòü; à ïîñòiéíi
àáî ñòàöiîíàðíi êiëüêîñòi � öå òi, ùî ïðîäîâæóþòü òå ñàìå, ïîêè iíøi çìiíþþòüñÿ.

2. Íåñêií÷åííî ìàëà ÷àñòèíà, çà äîïîìîãîþ ÿêî¨ çìiííà êiëüêiñòü íåïåðåðâíî
çðîñòà¹ àáî ñïàäà¹, íàçèâà¹òüñÿ äèôåðåíöiàëîì òî¨ êiëüêîñòi.

Ñëiäóþ÷è Ëåéáíiöó, Ëîïiòàëü ïèøå dx äëÿ äèôåðåíöiàëà çìiííî¨ âåëè÷èíè x.
Òèïîâèì çàñòîñóâàííÿì öèõ îçíà÷åíü i ïîñòóëàòiâ ¹ âèçíà÷åííÿ äèôåðåíöiàëà äî-
áóòêó xy:

d(xy) = (x+ dx)(y + dy)− xy = ydx+ xdy + dxdy = ydx+ xdy.

Òóò îñòàííié êðîê âèïðàâäàíî ïîñòóëàòîì 1, îñêiëüêè dxdy ¹ íåñêií÷åííî ìàëèì
ïîðiâíÿíî ç ydx+ xdy.

×èñëåííÿ äèôåðåíöiàëiâ Ëåéáíiöà, ñïèðàþ÷èñü íà äåùî íåíàäiéíi îïîðè, íåçà-
áàðîì áóëî ïiääàíå êðèòèöi. Àòàêà ãîëëàíäñüêîãî ëiêàðÿ Áåðíàðäà Íüþâåíòiéäòà
(1654-1718) ó ðîáîòàõ 1694-6 ðð. ñòàíîâèòü îñîáëèâèé iíòåðåñ, îñêiëüêè Íüþâåí-
òiéäò çàïðîïîíóâàâ ñâî¹ âëàñíå âèêëàäåííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ, ÿêå ñóïåðå÷èëî
âèêëàäåííþ Ëåéáíiöà i ìàëî âëàñíi ÷óäîâi ðèñè. Íüþâåíòiéäò ïîñòóëþ¹ îáëàñòü
êiëüêîñòåé àáî ÷èñåë, ïiäïîðÿäêîâàíî¨ âiäîøåííþ âïîðÿäêóâàííÿ áiëüøå àáî ìåí-
øå. Öÿ îáëàñòü ìiñòèòü çâè÷àéíi ñêií÷åííi êiëüêîñòi, àëå ïðèïóñêà¹òüñÿ òàêîæ,
ùî ìiñòèòü íåñêií÷åííî ìàëi i íåñêií÷åííi êiëüêîñòi � êiëüêiñòü ¹ íåñêií÷åííî ìà-
ëîþ àáî íåñêií÷åííîþ, êîëè âîíà ¹ ìåíøîþ àáî, âiäïîâiäíî, áiëüøîþ, íiæ áóäü-ÿêà
äîâiëüíî çàäàíà ñêií÷åííà êiëüêiñòü. Öiëà îáëàñòü êåðó¹òüñÿ ïåâíîþ âåðñi¹þ ïðèí-
öèïó Àðõiìåäà, ùî çâîäèòüñÿ äî òîãî, ùî íóëü ¹ ¹äèíîþ êiëüêiñòþ, íåçäàòíîþ áóòè
ïîìíîæåíîþ äîñòàòíüî áàãàòî ðàçiâ, ùîá äîðiâíþâàòè áóäü-ÿêié çàäàíié êiëüêî-
ñòi. Íåñêií÷åííî ìàëi êiëüêîñòi ìîæíà îõàðàêòåðèçóâàòè ÿê ÷àñòêè b/m ñêií÷åííî¨
êiëüêîñòi b i íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi m. Íà ïðîòèâàãó äèôåðåíöiàëàì Ëåéáíiöà íå-
ñêií÷åííî ìàëi Íüþâåíòiéäòà ìàëè òó âëàñòèâiñòü, ùî äîáóòîê áóäü-ÿêî¨ ¨õ ïàðè
çíèêà¹ (çàíóëþ¹òüñÿ), çîêðåìà êâàäðàòè i âñi âèùi ñòåïåíi íåñêií÷åííî ìàëèõ ¹ íó-
ëåì. Öåé ôàêò äàâ çìîãó Íüþâåíòiéäòó ïîêàçàòè, ùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ êðèâî¨, çàäàíî¨
àëãåáðà¨÷íèì ðiâíÿííÿì, ãiïîòåíóçà äèôåðåíöiàëüíîãî òðèêóòíèêà, ïîðîäæåíîãî
íåñêií÷åííî ìàëèì ïðèðîñòîì àáñöèñè e ñïiâïàäà¹ ç âiäðiçêîì êðèâî¨ ìiæ x i x+ e.
Òîáòî êðèâà íàñïðàâäi ¹ íåñêií÷åííîái÷íèì áàãàòîêóòíèêîì.

Ãîëîâíi âiäìiííîñòi ìiæ ÷èñëåííÿìè íåñêií÷åííî ìàëèõ Íüþâåíòiéäòà i Ëåéáíi-
öà ïiäñóìîâàíi ó íàñòóïíié òàáëèöi:

79



Ëåéáíiö Íüþâåíòiéäò

Íåñêií÷åííî ìàëi ¹ çìiííèìè Íåñêií÷åííî ìàëi ¹ ïîñòiéíèìè
Íåñêií÷åííî ìàëi âèùîãî ïîðÿäêó Íåñêií÷åííî ìàëi âèùîãî ïîðÿäêó
iñíóþòü íå iñíóþòü
Äîáóòêè íåñêií÷åííî ìàëèõ íå ¹ Äîáóòêè íåñêií÷åííî ìàëèõ
àáñîëþòíèìè íóëÿìè ¹ àáñîëþòíèìè íóëÿìè
Íåñêií÷åííî ìàëèìè ìîæíà íåõòó- Íåñêií÷åííî ìàëèìè (ïåðøîãî ïîðÿä-
âàòè, êîëè íåñêií÷åííî ìàëi âiä- êó) íiêîëè íå ìîæíà íåõòóâàòè
íîñíî iíøèõ êiëüêîñòåé

Íàïîëÿãàííÿ íà òîìó, ùî íåñêií÷åííî ìàëi ïiäïîðÿäêîâóþòüñÿ òî÷íî òèì ñà-
ìèì àëãåáðà¨÷íèì ïðàâèëàì, ùî é ñêií÷åííi êiëüêîñòi, çìóñèëî Ëåéáíiöà i çàõè-
ñíèêiâ éîãî äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ òðàêòóâàòè íåñêií÷åííî ìàëi ó ïðèñóòíî-
ñòi ñêií÷åííèõ êiëüêîñòåé òàê, íiáèòî âîíè ¹ íóëÿìè, òàê ùî, íàïðèêëàä, x + dx
òðàêòó¹òüñÿ íiáèòî öå ¹ òå ñàìå, ùî x. Öå âèïðàâäîâóâàëîñÿ íà òèõ ïiäñòàâàõ, ùî
äèôåðåíöiàëè ïîòðiáíî âââàæàòè çìiííèìè, à íå ôiêñîâàíèìè êiëüêîñòÿìè, ùî ñïà-
äàþòü ïîñòiéíî, àæ ïîêè íå äîñÿãíóòü íóëÿ. Ðîçãëÿäóâàíi òiëüêè â "ìîìåíò ¨õíüîãî
çíèêíåííÿ", âîíè çãiäíî ç öèì íå áóëè íi ÷èìñü, íi àáñîëþòíèìè íóëÿìè.

Îòîæ, äèôåðåíöiàëàì (àáî íåñêií÷åííî ìàëèì) dx áóëî ïðèïèñàíî ïî-ðiçíîìó
÷îòèðè íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1. dx ≈ 0,
2. íi dx = 0, íi dx ̸= 0,
3. dx2 = 0,
4. dx → 0,

äå "≈" ñèìâîëiçó¹ "íåâiäðiçíþâàíèé âiä", à "→ 0" ñèìâîëiçó¹ "ñòà¹ çíèêàþ÷å ìà-
ëèì". Iç öèõ âëàñòèâîñòåé òiëüêè îñòàííÿ, â ÿêié äèôåðåíöiàë ðîçãëÿäàþòü ÿê çìií-
íó êiëüêiñòü, ùî ïðÿìó¹ äî 0, âèæèëà ó íîâîìó îá ðóíòóâàííi ÷èñëåííÿ â òåðìiíàõ
êîíöåïöi¨ ãðàíèöi.

Âåäó÷èì ïðàêòèêîì ÷èñëåííÿ, íàñïðàâäi âåäó÷èì ìàòåìàòèêîì 18-ãî ñòîëiòòÿ,
áóâ Ëåîíàðä Åéëåð (1707-83). Ôiëîñîôñüêè Åéëåð áóâ ðàäèêàëüíèì ñèíåõiñòîì.
Âiäêèäàþ÷è ëåéáíiöiâñüêèé ìîíàäèçì, âií âiääàâàâ ïåðåâàãó êàðòåçiàíñüêié äî-
êòðèíi, ùî âñåñâiò çàïîâíåíèé íåïåðåðâíîþ åòåðíîþ ðiäèíîþ i ïðèòðèìóâàâñÿ õâè-
ëüîâî¨ òåîði¨ ñâiòëà ïåðåä êîðïóñêóëÿðíîþ òåîði¹þ, çàïðîïîíîâàíîþ Íüþòîíîì.

Åéëåð âiäêèäàâ êîíöåïöiþ íåñêií÷åííî ìàëî¨ ÿê ìåíøî¨, íiæ áóäü-ÿêà ïðèïè-
ñóâàíà âåëè÷èíà, àëå âñå-òàêè íå ðiâíî¨ 0, äîâîäÿ÷è: ùî äèôåðåíöiàëè ìóñÿòü áóòè
íóëÿìè i dy/dx � ÷àñòêîþ 0/0. Îñêiëüêè äëÿ áóäü-ÿêîãî ÷èñëà α, α · 0 = 0, òî
Åéëåð ñòâåðäæóâàâ, ùî ÷àñòêà 0/0 ìîãëà áè ïðåäñòàâëÿòè áóäü-ÿêå ÷èñëî. Äëÿ Åé-
ëåðà ÿê ôîðìàëiñòà ÷èñëåííÿ, ïî ñóòi, áóëî ïðîöåäóðîþ äëÿ âèçíà÷åííÿ çíà÷åííÿ
âèðàçó 0/0 ó áàãàòîìàíiòíèõ ñèòóàöiÿõ, äå âií âèíèêà¹ ÿê âiäíîøåííÿ çíèêàþ÷èõ
ïðèðîñòiâ.

Ïðîòå â ìàòåìàòè÷íîìó àíàëiçi ïðèðîäíèõ ÿâèù Åéëåð ðàçîì iç íèçêîþ éîãî
ñó÷àñíèêiâ ñïðàâäi çàñòîñîâóâàëè òå, ùî çâîäèëîñÿ äî íåñêií÷åííî ìàëèõ ó âèãëÿ-
äi êðèõiòíèõ, àëå áiëüø-ìåíø êîíêðåòíèõ åëåìåíòiâ êîíòèíóóìó, òðàêòóþ÷è ¨õ íå
ÿê àòîìè àáî ìîíàäè ó ñòðîãîìó ðîçóìiííi � ÿê ÷àñòèíè êîíòèíóóìó âîíè ç íå-
îáõiäíiñòþ ìóñÿòü áóòè ïîäiëüíèìè � à ÿê äîñòàòíüî êðèõiòíi, ùîá çáåðåãòè ¨õíþ
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ïðÿìîêóòíó ôîðìó ïiä íåñêií÷åííî ìàëèì ïîòîêîì, i âñå-òàêè äîçâîëÿþ÷è ¨õ îá'-
¹ìîâi çàçíàâàòè íåñêií÷åííî ìàëî¨ çìiíè. Öÿ iäåÿ ìàëà ñòàòè ôóíäàìåíòàëüíîþ ó
ìåõàíiöi êîíòèíóóìó.

Â òîé ÷àñ ÿê Åéëåð òðàêòóâàâ íåñêií÷åííî ìàëi ÿê ôîðìàëüíi íóëi, òîáòî ÿê ôi-
êñîâàíi êiëüêîñòi, éîãî ñó÷àñíèê Æàí ëå Ðîí Äàëàìáåð (1717-83) ìàâ iíøèé ïîãëÿä
íà ñïðàâó. Ñëiäóþ÷è íàñòàíîâi Íüþòîíà, âií óÿâëÿâ íåñêií÷åííî ìàëi àáî äèôåðåí-
öiàëè â òåðìiíàõ êîíöåïöi¨ ãðàíèöi, ÿêó âií ñôîðìóëþâàâ òâåðäæåííÿì, ùî îäíà
çìiííà êiëüêiñòü ¹ ãðàíèöåþ iíøî¨, ÿêùî äðóãà ìîæå íàáëèçèòèñÿ äî iíøî¨ áëèæ÷å,
íiæ áóäü-ÿêà çàäàíà êiëüêiñòü. Äàëàìáåð ðiøó÷å âiäêèíóâ iäåþ íåñêií÷åííî ìàëèõ
ÿê ôiêñîâàíèõ êiëüêîñòåé i ïîáà÷èâ iäåþ ãðàíèöi ÿê òàêî¨, ùî çàáåçïå÷ó¹ ìåòîäîëî-
ãi÷íèé êîðiíü äèôåðåíöiàëüíîãî ÷èñëåííÿ. Äëÿ Äàëàìáåðà ìîâà íåñêií÷åííî ìàëèõ
àáî äèôåðåíöiàëiâ áóëà ïðîñòî çðó÷íèì ñêîðî÷åííÿì äëÿ óíèêíåííÿ ãðîìiçäêîñòi
âèðàæåííÿ, ïîòðiáíî¨ ïðè âèêîðèñòàííi êîíöåïöi¨ ãðàíèöi.

Íåñêií÷åííî ìàëi, äèôåðåíöiàëè, çíèêàþ÷i êiëüêîñòi i ïîäiáíå êóðñóâàëî â æè-
ëàõ ÷èñëåííÿ ïðîòÿãîì 18-ãî ñòîëiòòÿ. Õî÷à é íåÿñíi, íàâiòü ëîãi÷íî ïiäîçðiëi, öi
êîíöåïöi¨ çàáåçïå÷èëè, çà áðàêîì êðàùîãî, iíñòðóìåíòè äëÿ âèñíîâóâàííÿ âåëèêîãî
áàãàòñòâà ðåçóëüòàòiâ, ÿêi ÷èñëåííÿ çðîáèëî ìîæëèâèìè. I õî÷à áàãàòî ìàòåìàòèêiâ
18-ãî ñòîëiòòÿ, iç âèäàòíèì âèíÿòêîì Åéëåðà, âiä÷óâàëè íåçðó÷íiñòü iç íåñêií÷åííî
ìàëèìè, âîíè áè íå ðèçèêíóëè âáèòè ãóñêó, ÿêà íåñå òàê áàãàòî çîëîòèõ ìàòåìàòè-
÷íèõ ÿ¹öü. Âiäïîâiäíî âîíè óòðèìóâàëèñÿ âiä ðóéíiâíî¨ êðèòèêè iäåé, ùî ëåæàëè
â îñíîâi ÷èñëåííÿ. Ïðîòå ôiëîñîôè íå áóëè çâ'ÿçàíi òàêèìè îáìåæåííÿìè.

Ôiëîñîô Äæîðäæ Áåðêëi (1685-1753), âiäîìèé ñóá'¹êòèâíî-iäåàëiñòè÷íîþ äî-
êòðèíîþ iñíóâàòè îçíà÷à¹ áóòè â ñïðèéíÿòòi òà çàïåðå÷åííÿì çàãàëüíèõ iäåé,
áóâ ïîñòiéíèì êðèòèêîì ïðèïóùåíü, ùî ëåæàëè â îñíîâi ìàòåìàòè÷íî¨ ïðàêòèêè
éîãî äîáè. Íàéâiäîìiøi çàëïè áóëè ñïðÿìîâàíi íà ÷èñëåííÿ, àëå íàñïðàâäi éîãî
êîíôëiêò iç ìàòåìàòèêàìè éøîâ ãëèáøå. Òîìó ùî éîãî çàïåðå÷åííÿ iñíóâàííÿ àá-
ñòðàêòíèõ iäåé áóäü-ÿêîãî ñîðòó ïðÿìî ïðîòèëåæíå âiäâîëiêàëüíîìó (àáñòðàêöiî-
íiñòñüêîìó) âèêëàäåííþ ìàòåìàòè÷íèõ êîíöåïöié, ÿêîãî äîòðèìóâàëàñü áiëüøiñòü
ìàòåìàòèêiâ i ôiëîñîôiâ òî¨ äîáè. Öåíòðàëüíèì äîãìàòîì (ïðèíöèïîì) öi¹¨ äîêòðè-
íè, ùî ïîõîäèëà âiä Àðiñòîòåëÿ, ¹ òå, ùî ðîçóì ñòâîðþ¹ ìàòåìàòè÷íi êîíöåïöi¨
âiäâîëiêàííÿì (àáñòðàêöi¹þ), òîáòî ìèñëåííèì ïðèäóøåííÿì ïîñòîðîííiõ ðèñ îá'-
¹êòiâ, ùî ñïðèéìàþòüñÿ, òàê, ùîá çîñåðåäèòèñÿ íà âëàñòèâîñòÿõ, âèäiëåíèõ óâàãîþ.
Áåðêëi âiäêèäàâ öå, ñòâåðäæóþ÷è, ùî ìàòåìàòèêà ÿê íàóêà ó êiíöåâîìó ðàõóíêó
ìà¹ ñïðàâó ç îá'¹êòàìè âiä÷óòòÿ, ¨¨ âèçíàíà çàãàëüíiñòü ïîõîäèòü iç çäàòíîñòi îá'¹-
êòiâ ÷è ðåçóëüòàòiâ ñïðèéíÿòòÿ ñëóæèòè çíàêàìè äëÿ âñiõ îá'¹êòiâ ÷è ðåçóëüòàòiâ
ïîäiáíî¨ ôîðìè.

Ñïåðøó Áåðêëi íàñìiÿâñÿ íàä òèìè, õòî ïðèòðèìóâàâñÿ êîíöåïöi¨ íåñêií÷åííî
ìàëîãî, ñòâåðäèâøè, ùî âèêîðèñòàííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ ïðè âèñíîâóâàííi ìàòå-
ìàòè÷íèõ ðåçóëüòàòiâ îìàíëèâå i ôàêòè÷íî óñóâíå. Ïðîòå ïiçíiøå âií ïðèéíÿâ òåð-
ïèìiøèé ïiäõiä äî íåñêií÷åííî ìàëèõ, ðîçãëÿäàþ÷è ¨õ ÿê êîðèñíi âèãàäêè (ôiêöi¨),
äåùî ïîäiáíèì ñïîñîáîì, ÿê öå ðîáèâ Ëåéáíiö.

Â Àíàëiñòi (1734 ð.) Áåðêëi âèñëîâèâ ñâîþ íàéñòiéêiøó i íàéðîçðîáëåíiøó êðè-
òèêó íåñêií÷åííî ìàëèõ òà öiëî¨ ìåòàôiçèêè ÷èñëåííÿ. Àäðåñîâàíèé Äî íåâiðóþ÷î-
ãî ìàòåìàòèêà, öåé òðàêòàò áóëî íàïèñàíî iç âiäêðèòî çàÿâëåíîþ ìåòîþ çàõèñòó
òåîëîãi¨ ïðîòè ñêåïòèöèçìó, ùî ïîäiëÿâñÿ áàãàòüìà ìàòåìàòèêàìè i â÷åíèìè òî¨
äîáè. Çàõèñò ðåëiãi¨ çâîäèâñÿ äî òâåðäæåííÿ, ùî òâåðäæåííÿ ìàòåìàòèêiâ ùîäî
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÷èñëåííÿ ¹ íå ìåíø ñëàáêèìè, íiæ òâåðäæåííÿ òåîëîãiâ ùîäî òà¨íñòâ áîæèõ.
Àðãóìåíòè Áåðêëi ñïðÿìîâàíi, ãîëîâíèì ÷èíîì, ïðîòè íüþòîíiâñüêîãî ÷èñëåí-

íÿ ôëþêñié. Òèïîâå iç éîãî çàïåðå÷åíü ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî, íàìàãàþ÷èñü óíèêíóòè
íåñêií÷åííî ìàëèõ âèêîðèñòàííÿì òàêèõ çàñîáiâ ÿê çíèêàþ÷i êiëüêîñòi òà ïåðøèõ
i îñòàííiõ âiäíîøåíü, Íüþòîí ôàêòè÷íî ïîðóøèâ çàêîí íåñóïåðå÷íîñòi, ñïåðøó
ïiääàþ÷è êiëüêiñòü ïðèðîñòîâi, à ïîòiì ïðèéìàþ÷è ïðèðiñò ðiâíèì 0, òîáòî çàïåðå-
÷óþ÷è òå, ùî ïðèðiñò êîëè-íåáóäü áóâ ïðèñóòíié. Ùîäî ñàìèõ ôëþêñié i çíèêàþ÷èõ
ïðèðîñòiâ Áåðêëi ñêàçàâ îñü ùî:

"À ÷èì ¹ öi ôëþêñi¨? Øâèäêîñòÿìè çíèêàþ÷èõ ïðèðîñòiâ? À ÷èì ¹ öi ñàìi çíè-
êàþ÷i ïðèðîñòè? Âîíè íå ¹ íi ñêií÷åííèìè êiëüêîñòÿìè, íi íåñêií÷åííî ìàëèìè
êiëüêîñòÿìè, íi íàâiòü íi÷èì. ×è íå ìîæíà íàçâàòè ¨õ ïðèâèäàìè ïîìåðëèõ êiëü-
êîñòåé?"

Ëåéáíiöiâ ìåòîä äèôåðåíöiàëiâ òàêîæ íå óíèê ñóâîðî¨ êðèòèêè Áåðêëi.
Ïðîòèëåæíiñòü ìiæ íåïåðåðâíiñòþ i äèñêðåòíiñòþ âiäiãðà¹ çíà÷íó ðîëü ó ôiëî-

ñîôñüêîìó ìèñëåííi Iììàíóåëÿ Êàíòà (1724-1804). Éîãî çðiëà ôiëîñîôiÿ, òðàíñ-
öåíäåíòàëüíèé iäåàëiçì, ñïèðà¹òüñÿ íà ïîäië äiéñíîñòi íà äâi ñôåðè. Ïåðøà � ôå-
íîìåíàëüíà ñôåðà(òîáòî ñôåðà ñïðèéìóâàíîãî ÷óòòÿìè) � ñêëàäà¹òüñÿ ç ÿâèù àáî
îá'¹êòiâ ìîæëèâîãî äîñâiäó, îêðåñëåíå ôîðìàìè ÷óòò¹âîñòi i êàòåãîðiÿìè ïiçíàííÿ.
Äðóãà � íîóìåíàëüíà ñôåðà (òîáòî ñôåðà ðîçóìîâîãî ñïîãëÿäàííÿ) � ñêëàäà¹òüñÿ
ç ñóòíîñòåé ðîçóìiííÿ, ÿêèì íiÿêi îá'¹êòè äîñâiäó íiêîëè íå ìîæóòü âiäïîâiäàòè",
òîáòî ðå÷åé-â-ñîái.

ßâèùà, ùî ðîçãëÿäàþòü ÿê âåëè÷èíè, ¹ ÷àñîâî-ïðîñòîðîâî ïðîòÿæíèìè i íåïå-
ðåðâíèìè, òîáòî íåñêií÷åííî àáî ïðèíàéìíi áåçìåæíî ïîäiëüíèìè. Ïðîñòið i ÷àñ
óòâîðþþòü ïîðÿäîê, ùî ëåæèòü â îñíîâi ÿâèù, òîìó ñàìi â êiíöåâîìó ðàõóíêó
ôåíîìåíàëüíi, i çâiäñè òàêîæ íåïåðåðâíi.

ßê îá'¹êòè çíàííÿ, ÿâèùà ¹ íåïåðåðâíèìè åêñòåíñèâíèìè (ïðîòÿæíèìè) âåëè-
÷èíàìè, àëå ÿê îá'¹êòè âiä÷óòòÿ àáî ñïðèéíÿòòÿ âîíè ¹, çãiäíî ç Êàíòîì, iíòåíñèâ-
íèìè âåëè÷èíàìè. Ïiä iíòåíñèâíîþ âåëè÷èíîþ Êàíò ðîçóìi¹ âåëè÷èíó, ùî âîëîäi¹
ñòóïåíåì i òîìó çäàòíà îñÿãàòèñÿ ïî÷óòòÿìè: íàïðèêëàä, ÿñêðàâiñòü àáî òåìïåðà-
òóðà. Iíòåíñèâíi âåëè÷èíè öiëêîâèòî âiëüíi âiä iíòó¨öié ïðîñòîðó i ÷àñó i "ìîæóòü
áóòè ïðåäñòàâëåíi òiëüêè ÿê îäèíèöi". Àëå, ïîäiáíî äî åêñòåíñèâíèõ âåëè÷èí, âî-
íè ¹ íåïåðåðâíèìè. Êðiì òîãî, ÿâèùà çàâæäè ïðåäñòàâëåíi ÷óòòÿì ÿê iíòåíñèâíi
âåëè÷èíè.

Ó Êðèòèöi ÷èñòîãî ðîçóìó (1781 ð.) Êàíò âíîñèòü íîâó òîíêiñòü (i òðåáà çàçíà-
÷èòè, çàêðóò) â àíàëiç ïðîòèëåæíîñòi ìiæ íåïåðåðâíiñòþ i äèñêðåòíiñòþ. �¨ ìîæíà
ïîáà÷èòè ó äðóãié iç ñëàâåòíèõ àíòèíîìié, ÿêà ñòîñó¹òüñÿ ïèòàííÿ ñêëàäó ìàòåði¨
àáî ïðîòÿæíî¨ ðå÷îâèíè. � âîíà (à) äèñêðåòíîþ, òîáòî ñêëàäà¹òüñÿ ç ïðîñòèõ àáî
íåïîäiëüíèõ ÷àñòèí, ÷è (á) íåïåðåðâíîþ, òîáòî ìiñòèòü ÷àñòèíè âñåðåäèíi ÷àñòèí
äî íåñêií÷åííîñòi? Õî÷à (à), ùî Êàíò íàçèâà¹ òåçîþ, i (á) � àíòèòåçîþ, çäà¹òüñÿ,
ñóïåðå÷àòü îäíå îäíîìó, Êàíò ïðîïîíó¹ äîâåäåííÿ îáîõ òâåðäæåíü. Âií ñòâåðäæó¹,
ùî îäåðæàíó ñóïåðå÷íiñòü ìîæíà ðîçâ'ÿçàòè, çàóâàæóþ÷è, ùî, â òîé ÷àñ ÿê àíòèíî-
ìiÿ "ïîâ'ÿçàíà iç ïîäiëîì ÿâèù", àðãóìåíòè äëÿ (à) i (á) íåÿâíî òðàêòóþòü ìàòåðiþ
÷è ðå÷îâèíó ÿê ðå÷i-â-ñîái. Êàíò ðîáèòü âèñíîâîê, ùî òåçà i àíòèòåçà "ïðèïóñêàþòü
íåïðèéíÿòíó óìîâó" i çãiäíî ç öèì "îáèäâi ðóéíóþòüñÿ, îñêiëüêè óìîâà, çà ÿêîþ
¹äèíîþ êîæíó ç íèõ ìîæíà ñòâåðäèòè, ñàìà íå âèêîíó¹òüñÿ".

Êàíò îòîòîæíþ¹ íåïðèéíÿòíó óìîâó, ÿê íåÿâíå ïðèéíÿòòÿ ìàòåði¨ ÿê ðå÷i-â-
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ñîái, ùî ó ñâîþ ÷åðãó ïðèâîäèòü äî ïîìèëêè ïðèéíÿòòÿ ïîäiëó ìàòåði¨ íà ÷àñòèíè
íåçàëåæíî âiä àêòó ïîäiëó. Ó öüîìó âèïàäêó òåçà òÿãíå, ùî ïîñëiäîâíiñòü ïîäiëiâ
ñêií÷åííà; à àíòèòåçà � ùî íåñêií÷åííà. Âîíè íå ìîæóòü áóòè iñòèííèìè ïðî çà-
âåðøåíó (àáî ïðèíàéìíi çàâåðøóâàíó) ïîñëiäîâíiñòü ïîäiëiâ, ùî áè âèïëèâàëî ç
ïðèéíÿòòÿ ìàòåði¨ àáî ðå÷îâèíè ÿê ðå÷i-â-ñîái. Òåïåð, îñêiëüêè ïîêàçàíî, ùî iñòèí-
íiñòü îáîõ òâåðäæåíü âèïëèâà¹ ç öüîãî ïðèïóùåííÿ, òî âîíî ìóñèòü áóòè õèáíèì,
òîáòî ìàòåðiÿ i ïðîòÿæíà ðå÷îâèíà ¹ òiëüêè ÿâèùàìè. À äëÿ ÿâèù, ñòâåðäæó¹
Êàíò, ïîäiëè íà ÷àñòèíè íå ¹ çàâåðøóâàíi â äîñâiäi, iç ðåçóëüòàòîì, ùî òàêi ïîäiëè
ìîæíà ââàæàòè, âðàæàþ÷îþ ôðàçîþ: "íi ñêií÷åííèìè, íi íåñêií÷åííèìè". Ç öüîãî
âèïëèâà¹, ùî äëÿ ÿâèù òåçà i àíòèòåçà îáèäâi õèáíi.

Ïiçíiøå ó Êðèòèöi Êàíò ãîâîðèòü áiëüøå ïðî ïèòàííÿ ïîäiëüíîñòi, ñòâåðäæó-
þ÷è, ùî, â òîé ÷àñ ÿê êîæíà ÷àñòèíà, ïîðîäæåíà ïîñëiäîâíiñòþ ïîäiëiâ ïiçíàíîãî
öiëîãî, çàäàíà ç öiëèì, íåçàâåðøóâàíiñòü ïîñëiäîâíîñòi ïåðåøêîäæà¹ óòâîðåííþ öi-
ëîãî; òèì áiëüøå íiÿêà òàêà ïîñëiäîâíiñòü íå ìîæå áóòè àêòóàëüíî íåñêií÷åííîþ.

Êîíòèíóóì òà íåñêií÷åííî ìàëi ó 19-ó ñòîëiòòi

Øâèäêèé ðîçâèòîê ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó ó 18-ó ñòîëiòòi íå ïðèõîâàâ òîãî ôà-
êòó, ùî êîíöåïöiÿì, ÿêi ëåæàëè â éîãî îñíîâi, íå òiëüêè áðàêóâàëî ñòðîãèõ îçíà-
÷åíü, à âîíè áóëè íàâiòü (íàïðèêëàä, ó âèïàäêó äèôåðåíöiàëiâ i íåñêií÷åííî ìàëèõ)
ñóìíiâíîãî ëîãi÷íîãî õàðàêòåðó. Áðàê òî÷íîñòi ó ïîíÿòòi íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨, ùî
âñå ùå ðîçóìiëàñü ÿê ïðåäñòàâëåíà ôîðìóëîþ i ÷èþ àñîöiéîâàíó êðèâó ìîæíà íàðè-
ñóâàòè ãëàäêî, ïðèçâiâ äî ñóìíiâiâ ùîäî çàêîííîñòi íèçêè ïðîöåäóð, ó ÿêèõ öÿ êîí-
öåïöiÿ ôiãóðóâàëà. Íàïðèêëàä, ÷àñòî ïðèïóñêàëè, ùî êîæíó íåïåðåðâíó ôóíêöiþ
ìîæíà âèðàçèòè íåñêií÷åííèì ðÿäîì çà äîïîìîãîþ òåîðåìè Òåéëîðà. Íà ïî÷àòêó
19-ãî ñòîëiòòÿ öå òà iíøi ïðèïóùåííÿ ïî÷àëè ñòàâèòè ïiä ñóìíiâ, çàïî÷àòêîâóþ÷è
òèì ñàìèì äîñëiäæåííÿ òîãî, ùî òðåáà ðîçóìiòè ïiä ôóíêöi¹þ çàãàëîì i íåïåðåðâ-
íîþ ôóíêöi¹þ çîêðåìà.

Ïåðøîâiäêðèâà÷åì ó ñïðàâi ïðîÿñíåííÿ êîíöåïöi¨ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨ áóâ ñâÿ-
ùåííèê ç Áîãåìi¨, ôiëîñîô i ìàòåìàòèê Áåðíàðä Áîëüöàíî (1781-1848). Ó Rein
analytischer Beweis (1817 ð.) âií âèçíà÷à¹ (äiéñíîçíà÷íó ôóíêöiþ) f ÿê íåïåðåðâ-
íó ó òî÷öi x, ÿêùî ðiçíèöþ f(x + ω) − f(x) ìîæíà çðîáèòè ìåíøîþ, íiæ áóäü-
ÿêà âèáðàíà íàïåðåä êiëüêiñòü, ÿê òiëüêè íàì äîçâîëåíî âçÿòè ω òàêèì ìàëèì, ÿê
ìè õî÷åìî. Öå, ïî ñóòi, òå ñàìå, ùî é îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi â òåðìiíàõ êîíöå-
ïöi¨ ãðàíèöi, çàïðîïîíîâàíîãî òðîøêè ïiçíiøå Êîøi. Áîëüöàíî òàêîæ ñôîðìóëþâàâ
îçíà÷åííÿ ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨, âiëüíå âiä ïîíÿòòÿ íåñêií÷åííî ìàëî¨. Áîëüöàíî çðiêñÿ
åéëåðiâñüêîãî òðàêòóâàííÿ äèôåðåíöiàëiâ ÿê ôîðìàëüíèõ íóëiâ ó òàêèõ âèðàçàõ
ÿê dy/dx, ïðîïîíóþ÷è çàìiñòü öüîãî, ùîá ïðè âèçíà÷åííi ïîõiäíî¨ ôóíêöi¨ ïðèðî-
ñòè ∆x,∆y, ... îñòàòî÷íî áóëî âçÿòî íóëåì. Äëÿ Áîëüöàíî äèôåðåíöiàëè ìàþòü
ñòàòóñ iäåàëüíèõ åëåìåíòiâ, ÷èñòî ôîðìàëüíèõ ñóòíîñòåé òàêèõ ÿê òî÷êè i ïðÿìi
íà íåñêií÷åííîñòi ó ïðîåêòèâíié ãåîìåòði¨ àáî (ÿê çàçíà÷à¹ ñàì Áîëüöàíî) óÿâíi
÷èñëà, âèêîðèñòàííÿ ÿêèõ íiêîëè íå ïðèâåäå äî õèáíèõ òâåðäæåíü, ùî ñòîñóþòüñÿ
äiéñíèõ êiëüêîñòåé.

Õî÷à Áîëüöàíî ïåðåäáà÷èâ ôîðìó, ÿêî¨ áè âèìàãàëî ñòðîãå ôîðìóëþâàííÿ êîí-
öåïöié ÷èñëåííÿ, éîãî ðîáîòà áóëà ó âåëèêié ìiði ïðîiãíîðîâàíà çà éîãî æèòòÿ.
Íàðiæíèé êàìiíü äëÿ ñòðîãîãî ðîçâèòêó ÷èñëåííÿ áóëî çàáåçïå÷åíî iäåÿìè � ïî
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ñóòi ïîäiáíèìè äî iäåé Áîëüöàíî � âiäîìîãî ôðàíöóçüêîãî ìàòåìàòèêà Îã'þñòåíà-
Ëó¨ Êîøi (1789-1857). Ó ðîáîòi Êîøi, ÿê i â Áîëüöàíî, öåíòðàëüíó ðîëü âiäiãðà¹
êîíöåïöiÿ ãðàíèöi, çâiëüíåíà âiä âñiëÿêî¨ ãåîìåòðè÷íî¨ i ÷àñîâî¨ iíòó¨öi¨. Êîøi òà-
êîæ ñôîðìóëþâàâ óìîâó äëÿ çáiæíîñòi ïîñëiäîâíîñòi äiéñíèõ ÷èñåë äî ãðàíèöi i
âiäîìèé êðèòåðié äëÿ çáiæíîñòi, à ñàìå, ùî ïîñëiäîâíiñòü < sn > çáiæíà, ÿêùî
i òiëüêè ÿêùî sn+r − sn ìîæíà çðîáèòè ìåíøèì çà àáñîëþòíèì çíà÷åííÿì, íiæ
áóäü-ÿêà ïðèïèñóâàíà êiëüêiñòü, äëÿ âñiõ r i äîñòàòíüî âåëèêèõ n. Êîøi äîâiâ, ùî
öå íåîáõiäíî äëÿ çáiæíîñòi, ïðîòå ùîäî äîñòàòíîñòi ïðîñòî çàóâàæèâ: "êîëè ðiçíi
óìîâè âèêîíàíi, çáiæíiñòü ðÿäó ãàðàíòîâàíî". Ðîáëÿ÷è öå òâåðäæåííÿ, âií íåÿâíî
àïåëþâàâ äî ãåîìåòðè÷íî¨ iíòó¨öi¨, îñêiëüêè íå çðîáèâ íiÿêèõ ñïðîá âèçíà÷èòè äié-
ñíi ÷èñëà, çàóâàæèâøè ëèøå, ùî iððàöiîíàëüíi ÷èñëà ïîòðiáíî ââàæàòè ãðàíèöÿìè
ïîñëiäîâíîñòåé ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë.

Êîøi îõàðàêòåðèçóâàâ íåïåðåðâíiñòü ôóíêöi¨ ó òåðìiíàõ çðîáëåíîãî ñòðîãèì ïî-
íÿòòÿ íåñêií÷åííî ìàëîãî, ÿêå âií âèçíà÷èâ ó Cours d'analyse (1821 ð.) ÿê "çìiííó
êiëüêiñòü, çíà÷åííÿ ÿêî¨ ñïàäà¹ íåâèçíà÷åíî òàêèì ñïîñîáîì, ùî çáiãà¹òüñÿ äî ãðà-
íèöi 0." Îñü éîãî îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíîñòi. Îçíà÷åííÿ Êîøi íåïåðåðâíîñòi f(x) â
îêîëi çíà÷åííÿ a çâîäèòüñÿ, â ñó÷àñíèõ ïîçíà÷åííÿõ, äî óìîâè, ùî lim

x→a
f(x) = f(a).

Êîøi âèçíà÷èâ ïîõiäíó f ′(x) ôóíêöi¨ f(x) ñïîñîáîì, ñóòò¹âî ïîäiáíèì äî ñïîñîáó
Áîëüöàíî.

Ðîáîòà Êîøi (ÿê i Áîëüöàíî) ñòàíîâèëà âèðiøàëüíèé êðîê ó çðå÷åííi ìàòåìà-
òèêiâ � ïåðåäáà÷åíîìó ó ðîáîòi Äàëàìáåðà � âiä (ôiêñîâàíèõ) íåñêií÷åííî ìàëèõ
i iíòó¨òèâíèõ iäåé íåïåðåðâíîñòi i ðóõó. Äåÿêi ìàòåìàòèêè òi¹¨ äîáè, òàêi ÿê Ïó-
àññîí i Êàðíî, ÿêi ââàæàëè êîíöåïöiþ ãðàíèöi íå áiëüøå, íiæ êðóæíîþ çàìiíîþ
çàìiñòü âèêîðèñòàííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ âåëè÷èí, ÿêi â áóäü-ÿêîìó âèïàäêó (ÿê
âîíè ñòâåðäæóâàëè) ñïðàâäi iñíóþòü, âiä÷óëè, ùî ðåôîðìó Êîøi áóëî âèêîíàíî
çàíàäòî äàëåêî. Ïðîòå ñëiäè òðàäèöiéíèõ iäåé íàñïðàâäi çàëèøèëèñÿ ó ôîðìóëþ-
âàííÿõ Êîøi, ùî çàñâiä÷åíî âèêîðèñòàííÿì òàêèõ âèðàçiâ ÿê "çìiííi êiëüêîñòi",
"íåñêií÷åííî ìàëi êiëüêîñòi", "íàáëèæà¹òüñÿ íåâèçíà÷åíî", "òàêå ìàëå, ÿê ìè õî-
÷åìî" i ïîäiáíèõ.

Òèì ÷àñîì íiìåöüêèé ìàòåìàòèê Êàðë Âàé¹ðøòðàññ (1815-97) çàâåðøóâàâ âè-
ãíàííÿ ÷àñîâî-ïðîñòîðîâî¨ iíòó¨öi¨ i íåñêií÷åííî ìàëèõ iç îñíîâ àíàëiçó. Ùîá ïðè-
âèòè ïîâíó ëîãi÷íó ñòðîãiñòü, Âàé¹ðøòðàññ çàïðîïîíóâàâ âñòàíîâèòè ìàòåìàòè-
÷íèé àíàëiç íà îñíîâi ñàìîãî ÷èñëà, àðèôìåòèçóâàòè éîãî � íàñïðàâäi çàìiíèòè íå-
ïåðåðâíå äèñêðåòíèì. "Àðèôìåòèçàöiþ" ìîæíà ââàæàòè ôîðìîþ ìàòåìàòè÷íîãî
àòîìiçìó. Ïåðåñëiäóþ÷è öþ ìåòó, Âàé¹ðøòðàññ ïîâèíåí áóâ ñïî÷àòêó ñôîðìóëþ-
âàòè ñòðîãå "àðèôìåòè÷íå" çíà÷åííÿ äiéñíîãî ÷èñëà. Âií äîñÿã öüîãî, âèçíà÷èâøè
(äîäàòíå) äiéñíå ÷èñëî ÿê çëi÷åííó ìíîæèíó äîäàòíèõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, äëÿ
ÿêèõ ñóìà áóäü-ÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ïiäñóìè çàâæäè çàëèøà¹òüñÿ íèæ÷å äåÿêî¨ ïðè-
ïèñàíî¨ íàïåðåä ìåæi, à ïîòiì òî÷íî âèçíà÷èâøè óìîâè, çà ÿêèõ äâà òàêi "äiéñíi
÷èñëà" òðåáà ââàæàòè ðiâíèìè àáî îäíå ñòðîãî ìåíøèì âiä äðóãîãî.

Âàé¹ðøòðàññ òóðáóâàâñÿ ïðî î÷èùåííÿ îñíîâ àíàëiçó âiä âñiõ ñëiäiâ iíòó¨öi¨
íåïåðåðâíîãî ðóõó � ñëîâîì, çàìiíè çìiííîãî íåðóõîìèì. Äëÿ Âàé¹ðøòðàññà çìiííà
x ïðîñòî áóëà ñèìâîëîì, ùî ïîçíà÷à¹ äîâiëüíèé ÷ëåí çàäàíî¨ ìíîæèíè ÷èñåë, à
íåïåðåðâíà çìiííà � òàêà, ùî âiäïîâiäíà ¨é ìíîæèíà S ìà¹ òàêó âëàñòèâiñòü, ùî
áóäü-ÿêèé iíòåðâàë íàâêîëî áóäü-ÿêîãî ÷ëåíà x iç S ìiñòèòü ÷ëåíè S, âiäìiííi âiä
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x. Âàé¹ðøòðàññ òàêîæ ñôîðìóëþâàâ âiäîìå (ε, δ)-îçíà÷åííÿ íåïåðåðâíî¨ ôóíêöi¨:
ôóíêöiÿ f(x) ¹ íåïåðåðâíîþ â a, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî ε > 0 iñíó¹ δ > 0 òàêå, ùî
|f(x)− f(a)| < ε äëÿ âñiõ x òàêèõ, ùî |x− a| < δ.

Ïðîäîâæóþ÷è çóñèëëÿ Âàé¹ðøòðàññà, ùå îäíó àòàêó íà ïðîáëåìó ôîðìóëþ-
âàííÿ ñòðîãèõ îçíà÷åíü íåïåðåðâíîñòi i äiéñíèõ ÷èñåë çäiéñíèâ Ðiõàðä Äåäåêiíä
(1831-1916). Äåäåêiíä çîñåðåäèâ óâàãó íà ïèòàííi: ÷èì òî÷íî ¹ òå, ùî âiäðiçíÿ¹
íåïåðåðâíó ôóíêöiþ âiä ðîçðèâíî¨? Çäà¹òüñÿ, âií áóâ ïåðøèì, õòî âèçíàâ, ùî âëà-
ñòèâiñòü ùiëüíîñòi, ÿêîþ âîëîäi¹ âïîðÿäêîâàíà ìíîæèíà ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, ¹ íå-
äîñòàòíüîþ, ùîá ãàðàíòóâàòè íåïåðåðâíiñòü. Ó Íåïåðåðâíiñòü òà iððàöiîíàëüíi
÷èñëà (1872 ð.) âií çàóâàæèâ, ùî êîëè ðàöiîíàëüíi ÷èñëà àñîöiéîâàíi ç òî÷êàìè íà
ïðÿìié, "¹ íåñêií÷åííî áàãàòî òî÷îê [íà ïðÿìié], ÿêèì íå âiäïîâiäà¹ íi îäíå ðà-
öiîíàëüíå ÷èñëî", òàê ùî ðàöiîíàëüíi ÷èñëà ïðîÿâëÿþòü "ùiëèííiñòü, íåïîâíîòó,
ðîçðèâíiñòü", íà âiäìiíó âiä "âiäñóòíîñòi ùiëèí, ïîâíîòè, íåïåðåðâíîñòi" ïðÿìî¨.
Äåäåêiíä ââàæàâ öåé ïðèíöèï, ïî ñóòi, íåäîâiäíèì; âií ïðèïèñóâàâ éîìó ðàäøå ñòà-
òóñ àêñiîìè, "çà ÿêîþ ìè ïðèïèñó¹ìî ïðÿìié ¨¨ íåïåðåðâíiñòü, çà ÿêîþ ìè ìèñëèìî
íåïåðåðâíiñòü ó ïðÿìié". Äåäåêiíä íàãîëîøó¹, ùî äëÿ ïðîñòîðó íå ¹ íåîáõiäíèì áó-
òè íåïåðåðâíèì ó öüîìó ñåíñi, òîìó ùî "áàãàòî âëàñòèâîñòåé çàëèøèëèñü áè òèìè
ñàìèìè, íàâiòü ÿêáè âií áóâ ðîçðèâíèì".

Çàïîâíåííÿ ùiëèí ó ðàöiîíàëüíèõ ÷èñëàõ çà äîïîìîãîþ "ñòâîðåííÿ íîâèõ òî÷îê-
iíäèâiäiâ" ¹ êëþ÷îâîþ iäå¹þ, ùî ëåæèòü â îñíîâi äåäåêiíäîâî¨ ïîáóäîâè îáëàñòi äié-
ñíèõ ÷èñåë. Ñïåðøó âií âèçíà÷èâ ïåðåðiç ÿê ðîçáèòòÿ (A1, A2) ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë
òàêå, ùî êîæíèé ÷ëåí A1 ¹ ìåíøèé, íiæ êîæíèé ÷ëåí A2. Çàçíà÷èâøè, ùî êîæíå
ðàöiîíàëüíå ÷èñëî âiäïîâiäà¹ î÷åâèäíèì ñïîñîáîì ïåâíîìó ïåðåðiçó, âií çàóâàæèâ,
ùî íåñêií÷åííî áàãàòî ïåðåðiçiâ íå ¹ ïîðîäæåíi ðàöiîíàëüíèìè ÷èñëàìè. Ðîçðèâ-
íiñòü àáî íåïîâíîòà îáëàñòi ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ïîëÿãà¹ ïðîñòî â öüîìó îñòàííüîìó
ôàêòi.

Ïîòðiáíî çàçíà÷èòè, ùî Äåäåêiíä íå îòîòîæíþâàâ iððàöiîíàëüíi ÷èñëà iç ïå-
ðåðiçàìè; ðàäøå, êîæíå iððàöiîíàëüíå ÷èñëî çàíîâî "ñòâîðåíå" ðîçóìîâîþ äi¹þ i
çàëèøà¹òüñÿ äîñòàòíüî âiäìiííèì âiä àñîöiéîâàíîãî ç íèì ïåðåðiçó. Äåäåêiíä ïðî-
äîâæèâ ïîêàçîì òîãî, ÿê îáëàñòü ïåðåðiçiâ, i òèì ñàìèì àñîöiéîâàíó îáëàñòü äié-
ñíèõ ÷èñåë, ìîæíà âïîðÿäêóâàòè òàêèì ñïîñîáîì, ùîá âîíà âîëîäiëà âëàñòèâiñòþ
íåïðåðâíîñòi, òîáòî "ÿêùî ñèñòåìó R âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë ïîäiëåíî íà äâà êëàñè U1,
U2, òàêi, ùî êîæíå ÷èñëî a1 êëàñó U1 ¹ ìåíøå, íiæ êîæíå ÷èñëî a2 êëàñó U2, òî
iñíó¹ îäíå i òiëüêè îäíå ÷èñëî, ÿêèì çäiéñíåíî öå ðîçäiëåííÿ".

Íàéáiëüø ïðîâèä÷èì "àðèôìåòèçàòîðîì" ç óñiõ áóâ Ãåîðã Êàíòîð (1845-1918).
Àíàëiç Êàíòîðîì êîíòèíóóìó â òåðìiíàõ íåñêií÷åííèõ òî÷êîâèõ ìíîæèí ïðèâiâ
éîãî äî òåîði¨ òðàíñôiíiòíèõ ÷èñåë i äî îñòàòî÷íîãî çâiëüíåííÿ êîíöåïöi¨ ìíîæèíè
âiä ¨¨ ãåîìåòðè÷íèõ ïî÷àòêiâ ÿê êîëåêöi¨ òî÷îê, ïiäãîòóâàâøè òàê  ðóíò äëÿ âè-
íèêíåííÿ êîíöåïöi¨ çàãàëüíî¨ âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè, öåíòðàëüíî¨ ó ìàòåìàòèöi
ñüîãîäåííÿ. Ïîäiáíî äî Âàé¹ðøòðàññà i Äåäåêiíäà, Êàíòîð ñòàâèâ ìåòîþ ñôîðìó-
ëþâàòè âiäïîâiäíå âèìîãàì îçíà÷åííÿ äiéñíèõ ÷èñåë, ÿêå áè óíèêàëî ïðèïóùåííÿ
¨õíüîãî ïîïåðåäíüîãî iñíóâàííÿ, i âií éäå çà íèìè,  ðóíòóþ÷è ñâî¹ îçíà÷åííÿ íà
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñëàõ. Iäó÷è çà Êîøi, âií íàçèâà¹ ïîñëiäîâíiñòü a1, a2, . . . , an, . . .
ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë ôóíäàìåíòàëüíîþ ïîñëiäîâíiñòþ, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêîãî äîäà-
òíîãî ðàöiîíàëüíîãî ε iñíó¹ öiëå N òàêå, ùî |an+m−an| < ε äëÿ âñiõ m i âñiõ n > N .
Êàæóòü, ùî áóäü-ÿêà ïîñëiäîâíiñòü < an >, ùî çàäîâîëüíÿ¹ öþ óìîâó, ìà¹ âèçíà-

85



÷åíó ãðàíèöþ b. ßê Äåäåêiíä ïðèéíÿâ iððàöiîíàëüíi ÷èñëà ÿê "ðîçóìîâi îá'¹êòè",
àñîöiéîâàíi ç ïåðåðiçàìè, òàê, àíàëîãi÷íî, Êàíòîð ââàæàâ öi âèçíà÷åíi ãðàíèöi íi-
÷èì áiëüøèì, íiæ ôîðìàëüíèìè ñèìâîëàìè, àñîöiéîâàíèìè iç ôóíäàìåíòàëüíèìè
ïîñëiäîâíîñòÿìè. Îáëàñòü B òàêèõ ñèìâîëiâ ìîæíà ââàæàòè çáiëüøåííÿì îáëàñòi
A ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë. Ïiñëÿ íàêëàäàííÿ àðèôìåòè÷íî¨ ñòðóêòóðè íà îáëàñòü B
Êàíòîð âçÿâ íà ñåáå ñìiëèâiñòü ïîñèëàòèñÿ íà ¨¨ åëåìåíòè ÿê íà (äiéñíi) ÷èñëà. Ïðî-
òå âií âñå ùå íàïîëÿãàâ íà òîìó, ùî öi "÷èñëà" íå ìàþòü iñíóâàííÿ çà âèíÿòêîì
òîãî, ùî âîíè ¹ ïðåäñòàâíèêàìè ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé. Ïîòiì Êàíòîð
ïîêàçàâ, ùî êîæíà òî÷êà íà ïðÿìié âiäïîâiäà¹ âèçíà÷åíîìó åëåìåíòó ç B. Íàâïàêè,
êîæíèé åëåìåíò B ïîâèíåí âèçíà÷àòè âèçíà÷åíó òî÷êó íà ïðÿìié. Ðîçóìiþ÷è, ùî
iíòó¨òèâíà ïðèðîäà ëiíiéíîãî êîíòèíóóìó çàâàæà¹ ñòðîãîìó äîâåäåííþ öi¹¨ âëàñòè-
âîñòi, Êàíòîð ïðîñòî ïðèïóñòèâ ¨¨ ÿê àêñiîìó, òî÷íî ÿê öå çðîáèâ Äåäåêiíä ùîäî
ñâîãî ïðèíöèïó íåïåðåðâíîñòi.

Äëÿ Êàíòîðà, ÿêèé ðîçïî÷èíàâ ÿê òåîðåòèêî-÷èñëîâèê, i âåñü ÷àñ éîãî êàð'¹ðè
çàëèøàâñÿ âiðíèì äèñêðåòíîìó, ðàäøå ñàìå ÷èñëà, íiæ ãåîìåòðè÷íi òî÷êè, âîëîäiëè
îá'¹êòèâíèì çíà÷åííÿì. Íàñïðàâäi içîìîðôiçì ìiæ äèñêðåòíîþ ÷èñëîâîþ îáëàñòþ
B i ëiíiéíèì êîíòèíóóìîì ðîçãëÿäàâñÿ Êàíòîðîì, ïî ñóòi, ÿê çàñiá äëÿ ïîëåãøåííÿ
ìàíiïóëÿöié ç ÷èñëàìè.

Àðèôìåòèçàöiÿ Êàíòîðîì êîíòèíóóìó ìàëà íàñòóïíèé âàæëèâèé íàñëiäîê. Äîâ-
ãî âèçíàâàëîñÿ, ùî ìíîæèíè òî÷îê áóäü-ÿêî¨ ïàðè âiäðiçêiâ, íàâiòü ÿêùî îäèí iç
íèõ ¹ íåñêií÷åííèé çà äîâæèíîþ, ìîæíà ïîñòàâèòè ó âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiä-
íiñòü. Ââàæàëè, ùî öåé ôàêò ïîêàçó¹, ùî òàêi ìíîæèíè òî÷îê íå ìàþòü êîðåêòíî
âèçíà÷åíîãî "ðîçìiðó". (Ùå ó 1766 ð. Êàíò çðîáèâ âèñíîâîê iç òàêî¨ âiäïîâiäíîñòi,
ùî ãåîìåòðè÷íà ïðÿìà íå ìîæå ñêëàäàòèñÿ ç íåïîäiëüíèõ ÷àñòèí; ïðè öüîìó âií
ïîñèëà¹òüñÿ íà îáiçíàíèõ ãåîìåòðiâ.) Àëå îòîòîæíåííÿ Êàíòîðîì ìíîæèíè òî÷îê
íà ëiíiéíîìó êîíòèíóóìi ç îáëàñòþ ÷èñåë äàëî éîìó çìîãó ïîðiâíþâàòè ðîçìiðè
òî÷êîâèõ ìíîæèí âèçíà÷åíèì ñïîñîáîì, âèêîðèñòîâóþ÷è äîáðå îá ðóíòîâàíó iäåþ
âçà¹ìíî îäíîçíà÷íî¨ âiäïîâiäíîñòi ìiæ ìíîæèíàìè ÷èñåë.

Äîñëiäæåííÿ Êàíòîðîì âëàñòèâîñòåé ïiäìíîæèí ëiíiéíîãî êîíòèíóóìó ïîäà-
íî ó øåñòè ÷óäîâèõ ñòàòòÿõ, îïóáëiêîâàíèõ ïðîòÿãîì 1879-84 ðð. �Uber unendliche
lineare Punktmannigfaltigkeiten ("Ïðî íåñêií÷åííi, ëiíiéíi òî÷êîâi ìíîãîâèäè"). Áà-
ãàòi iäåÿìè, öi ñòàòòi íàäàëè ïåðøi âèêëàäåííÿ ðåâîëþöiéíî¨ òåîði¨ Êàíòîðà íåñêií-
÷åííèõ ìíîæèí i ¨õ çàñòîñóâàííÿ äî êëàñèôiêàöi¨ ïiäìíîæèí ëiíiéíîãî êîíòèíóóìó.
Ó ÷åòâåðòié ç öèõ ñòàòåé Grundlagen (1883 ð.) ¹ äåÿêi iç íàéáiëüø ïîøóêîâèõ ñïî-
ñòåðåæåíü Êàíòîðà ïðî ïðèðîäó êîíòèíóóìó.

Êàíòîð ïî÷àâ ñâî¹ äîñëiäæåííÿ êîíòèíóóìó iç ãîñòðîãî îãëÿäó ñóïåðå÷íîñòåé,
ÿêi òðàäèöiéíî îòî÷óâàëè öå ïîíÿòòÿ, çàçíà÷àþ÷è, ùî êîíòèíóóì àæ äîíåäàâíà
ââàæàëè, ïî ñóòi, íåàíàëiçîâíèì ïîíÿòòÿì. Ñïðàâîþ Êàíòîðà ¹ "ðîçâèíóòè ïîíÿò-
òÿ êîíòèíóóìó òàê òâåðåçî i êîðîòêî, ÿê ìîæëèâî, i òiëüêè âiäíîñíî ìàòåìàòè÷íî¨
òåîði¨ ìíîæèí". Öå âiäêðèâà¹ øëÿõ, ÿê âií âiðèâ, ôîðìóëþâàííþ òî÷íîãî ïîíÿò-
òÿ êîíòèíóóìó. Êàíòîð âêàçó¹, ùî iäåÿ êîíòèíóóìó äîòåïåð ïðîñòî ïðèïóñêàëàñÿ
ìàòåìàòèêàìè, ÿêi ìàëè ñïðàâó ç àíàëiçîì íåïåðåðâíèõ ôóíêöié i ïîäiáíîãî, i "íå
áóëà ïiääàíà áóäü-ÿêîìó äîñêîíàëîìó îãëÿäó".

Âiäêèäàþ÷è áóäü-ÿêå âèêîðèñòàííÿ ïðîñòîðîâî¨ àáî ÷àñîâî¨ iíòó¨öi¨ ó òî÷íîìó
âèçíà÷åííi êîíòèíóóìó, Êàíòîð áåðåòüñÿ çà éîãî òî÷íå àðèôìåòè÷íå îçíà÷åííÿ.
Ïîñèëàþ÷èñü íà îçíà÷åííÿ äiéñíîãî ÷èñëà, ÿêå âií âæå çàáåçïå÷èâ (òîáòî â òåðìi-
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íàõ ôóíäàìåíòàëüíèõ ïîñëiäîâíîñòåé), âií çàïðîâàäèâ n-âèìiðíèé àðèôìåòè÷íèé
ïðîñòið Gn ÿê ìíîæèíó âñiõ åíîê äiéñíèõ ÷èñåë < x1, x2, . . . , xn >, íàçèâàþ÷è êî-
æíó òàêó àðèôìåòè÷íîþ òî÷êîþ Gn. Âiäñòàíü ìiæ äâîìà òàêèìè òî÷êàìè çàäàíî
òàê: √

(x′1 − x1)2 + (x′2 − x2)2 + · · ·+ (x′n − xn)2.

Êàíòîð âèçíà÷à¹ àðèôìåòè÷íó òî÷êî-ìíîæèíó â Gn ÿê áóäü-ÿêó "ñóêóïíiñòü òî÷îê
ïðîñòîðó Gn, ùî çàäàíî ïîäiáíèì íà çàêîí ñïîñîáîì".

Ïiñëÿ çàóâàæåííÿ, ùî âií ïîïåðåäíüî ïîêàçàâ, ùî âñi ïðîñòîðè Gn ìàþòü òà-
êó ñàìó ïîòóæíiñòü, ÿê ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë â iíòåðâàëi (0, 1), i ïîâòîðåííÿ
éîãî âïåâíåíîñòi â òîìó, ùî áóäü-ÿêi íåñêií÷åííi òî÷êî-ìíîæèíè ìàþòü àáî ïîòó-
æíiñòü ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë àáî ìíîæèíè (0, 1), Êàíòîð ïîâåðòà¹òüñÿ äî
îçíà÷åííÿ çàãàëüíîãî ïîíÿòòÿ êîíòèíóóìó âñåðåäèíi Gn. Äëÿ öüîãî âií çàñòîñó-
âàâ ïîíÿòòÿ ïîõiäíî¨ ìíîæèíè òî÷êî-ìíîæèíè, çàïðîâàäæåíå ó ñòàòòi 1872 ð. ïðî
òðèãîíîìåòðè÷íi ðÿäè. Êàíòîð âèçíà÷èâ ïîõiäíó ìíîæèíó òî÷êî-ìíîæèíè P ÿê
ìíîæèíó ãðàíè÷íèõ òî÷îê P , äå ãðàíè÷íà òî÷êà P � öå òî÷êà Gn iç íåñêií÷åííî
áàãàòüìà òî÷êàìè P , ÿê çàâãîäíî áëèçüêèìè äî íå¨. Òî÷êî-ìíîæèíà íàçèâà¹òüñÿ
äîñêîíàëîþ, ÿêùî âîíà çáiãà¹òüñÿ çi ñâî¹þ ïîõiäíîþ ìíîæèíîþ. Êàíòîð çàóâàæó¹,
ùî öÿ óìîâà íåäîñòàòíÿ, ùîá îõàðàêòåðèçóâàòè êîíòèíóóì, îñêiëüêè â ëiíiéíîìó
êîíòèíóóìi ìîæíà ïîáóäóâàòè äîñêîíàëi ìíîæèíè, ÿêi íå ¹ ùiëüíèìè íi â ÿêîìó
ÿê çàâãîäíî ìàëîìó iíòåðâàëi: ÿê ïðèêëàä òàêî¨ ìíîæèíè âií ïðîïîíó¹ ìíîæèíó,
ùî ñêëàäà¹òüñÿ ç âñiõ äiéñíèõ ÷èñåë â (0, 1), òðiéêîâèé ðîçêëàä ÿêèõ íå ìiñòèòü
"1".

Çãiäíî ç öèì ïîòðiáíà äîäàòêîâà óìîâà, ùîá îçíà÷èòè êîíòèíóóì. Êàíòîð äàâ ¨¨,
çàïðîâàäèâøè ïîíÿòòÿ çâ'ÿçíî¨ ìíîæèíè. Òî÷êî-ìíîæèíà T ¹ çâ'ÿçíîþ â ðîçóìiííi
Êàíòîðà, ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïàðè ¨¨ òî÷îê t, t′ i áóäü-ÿêîãî äîâiëüíî ìàëîãî ÷èñëà
ε iñíó¹ ñêií÷åííà ïîñëiäîâíiñòü òî÷îê t1, t2, . . . , tn ó T , äëÿ ÿêèõ âñi âiäñòàíi [tt1],
[t1t2], [t2t3], ..., [tnt′] ìåíøi, íiæ ε. Òåïåð Êàíòîð âèçíà÷ó¹ êîíòèíóóì ÿê äîñêîíàëó
çâ'ÿçíó òî÷êî-ìíîæèíó.

Êàíòîð ïðîñóíóâñÿ äàëi çà ñâî¨õ ïîïåðåäíèêiâ ó ôîðìóëþâàííi òîãî, ùî ¹, ïî
ñóòi, òîïîëîãi÷íèì îçíà÷åííÿì êîíòèíóóìó, òîáòî òàêîãî, ùî âñå ùå çàëåæíå âiä
ìåòðè÷íèõ ïîíÿòü, íå ìiñòèòü âiäíîøåííÿ ïîðÿäêó. Öiêàâî ïîðiâíÿòè îçíà÷åííÿ
Êàíòîðîì êîíòèíóóìó iç îçíà÷åííÿì êîíòèíóóìó ó ñó÷àñíié çàãàëüíié òîïîëîãi¨. Ó
äîáðå âiäîìèõ ïiäðó÷íèêàõ (íàïðèêëàä, Õîêiíãà i Þíãà (1961ð.)) ç öüîãî ïðåäìåòà
çíàõîäèìî, ùî êîíòèíóóì âèçíà÷åíî ÿê êîìïàêòíó çâ'ÿçíó ïiäìíîæèíó òîïîëîãi-
÷íîãî ïðîñòîðó. Òåïåð, ó áóäü-ÿêié îáìåæåíié îáëàñòi åâêëiäîâîãî ïðîñòîðó ìîæíà
ïîêàçàòè, ùî êîíòèíóóìè Êàíòîðà çáiãàþòüñÿ ç êîíòèíóóìàìè ó ðîçóìiííi ñó÷à-
ñíîãî îçíà÷åííÿ. Õî÷à ó Êàíòîðà íå áóëî îçíà÷åííÿ êîìïàêòíîñòi, éîãî âèìîãà,
ùîá êîíòèíóóìè áóëè "ïîâíèìè" (ùî ïðèâåëî äî âiäêèäàííÿ íèì ÿê êîíòèíóóìiâ
òàêèõ íåêîìïàêòíèõ ìíîæèí, ÿê âiäêðèòi iíòåðâàëè àáî êðóãè), íå äóæå äàëåêà âiä
öi¹¨ iäå¨.

Ïðîòÿãîì âñi¹¨ ìàòåìàòè÷íî¨ êàð'¹ðè Êàíòîðà âií äîòðèìóâàâñÿ íåïîõèòíîãî,
íàâiòü äîãìàòè÷íîãî ñïðîòèâó íåñêií÷åííî ìàëèì, íàïàäàþ÷è íà çóñèëëÿ òàêèõ
ìàòåìàòèêiâ ÿê Äþáóà-Ðåéìîí i Âåðîíåçå ñôîðìóëþâàòè ñòðîãi òåîði¨ àêòóàëüíèõ
íåñêií÷åííî ìàëèõ. Íà éîãî äóìêó, íåñêií÷åííî ìàëi ¹ ïîçà ñôåðîþ ìîæëèâîãî; íå-
ñêií÷åííî ìàëi ¹ íå áiëüøå, íiæ "ç�àìêèìè ó ïîâiòði, àáî æ ïðîñòî áåçãëóçäÿì", ÿêi
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ïîòðiáíî êëàñèôiêóâàòè "ÿê êðóãîâi êâàäðàòè i êâàäðàòíi êðóãè". Éîãî îãèäà äî
íåñêií÷åííî ìàëèõ áóëà òàêîþ ãëèáîêîþ, ùî ïðèâåëà éîãî äî ïðÿìîãî ïàïëþæå-
ííÿ, çàòàâðîâóâàííÿ ¨õ ÿê "õîëåðíèõ áàöèë ìàòåìàòèêè". Âiäêèäàííÿ Êàíòîðîì
íåñêií÷åííî ìàëèõ âèíèêëî iç âïåâíåíîñòi, ùî éîãî âëàñíà òåîðiÿ òðàíñôiíiòíèõ
îðäèíàëüíèõ (ïîðÿäêîâèõ) i êàðäèíàëüíèõ (êiëüêiñíèõ) ÷èñåë âè÷åðïó¹ ñôåðó îá-
÷èñëþâàíîãî, òîãî, ùî ïiääà¹òüñÿ ðàõóíêó, îòîæ, íiÿêå ïîäàëüøå óçàãàëüíåííÿ ïî-
íÿòòÿ ÷èñëà, çîêðåìà, áóäü-ÿêå, ùî îõîïëþâàëî áè íåñêií÷åííî ìàëi, íåïðèéíÿòíå.

Êðèòè÷íi âiäãóêè íà àðèôìåòèçàöiþ

Âñóïåðå÷ âåëèêîìó óñïiõó Âàé¹ðøòðàññà, Äåäåêiíäà i Êàíòîðà ó ïîáóäîâi êîí-
òèíóóìó ç àðèôìåòè÷íîãî ìàòåðiàëó, íèçêà ìèñëèòåëiâ êiíöÿ 19-ãî òà ïî÷àòêó 20-ãî
îïèðàëèñÿ â ðiçíié ìiði iäå¨ ïîÿñíåííÿ ïîíÿòòÿ êîíòèíóóìó öiëêîâèòî â äèñêðåòíèõ
òåðìiíàõ. Ñåðåä íèõ áóëè ôiëîñîôè Áðåíòàíî i Ïiðñ òà ìàòåìàòèêè Ïóàíêàðå, Áðà-
óåð i Âåéëü.

Â îñòàííi ðîêè ñâîãî æèòòÿ àâñòðiéñüêèé ôiëîñîô Ôðàíö Áðåíòàíî (1838-1917)
áóâ ïîãëèíóòèé ïðèðîäîþ íåïåðåðâíîãî. Â îñíîâàõ âèêëàäåííÿ Áðåíòàíî ñïîði-
äíåíå iç âèêëàäåííÿì Àðiñòîòåëÿ. Áðåíòàíî ââàæà¹ íåïåðåðâíiñòü ÷èìîñü äàíèì ó
ñïðèéíÿòòi, ðàäøå ñïîêîíâi÷íèì çà ïðèðîäîþ, íiæ ìàòåìàòè÷íîþ ïîáóäîâîþ. Âií
äîòðèìóâàâñÿ äóìêè, ùî iäåÿ íåïåðåðâíîãî àáòðàãîâàíà iç ÷óòò¹âî¨ iíòó¨öi¨. Áðåí-
òàíî ïðîïîíó¹, ùî íåïåðåðâíå ç'ÿâëÿ¹òüñÿ çà äîïîìîãîþ ÷óòò¹âî¨ iíòó¨öi¨ òðüîìà
ôàçàìè. Ïî-ïåðøå, âiä÷óòòÿ ïðåäñòàâëÿ¹òüñÿ íàì îá'¹êòàìè, ùî ìàþòü ÷àñòèíè,
ÿêi ñïiâïàäàþòü. Iç òàêèõ îá'¹êòiâ ñâî¹þ ÷åðãîþ àáñòðàãó¹òüñÿ ïîíÿòòÿ ìåæi, à
ïîòiì âëîâëþ¹þòüñÿ, ùî öi îá'¹êòè ôàêòè÷íî ìiñòÿòü ñïiâïàäàþ÷i ìåæi. Íàðå-
øòi, áà÷àòü, ùî öå âñå, ùî ïîòðiáíî, ùîá âëîâèòè ïîíÿòòÿ êîíòèíóóìó.

Äëÿ Áðåíòàíî ñóòò¹âîþ ðèñîþ êîíòèíóóìó ¹ ïðèòàìàííà éîìó çäàòíiñòü ïî-
ðîäèòè ìåæi i òîé ôàêò, ùî òàêi ìåæi ìîæíà âëîâèòè ÿê ñïiâïàäàþ÷i. Ñàìi ìåæi
âîëîäiþòü ÿêiñòþ, ÿêó Áðåíòàíî íàçèâà¹ ïëåðîçèñîì ("ïîâíîòîþ"). Ïëåðîçèñ ¹ ìi-
ðîþ ÷èñëà íàïðÿìiâ, ó ÿêèõ äàíà ìåæà ôàêòè÷íî îáìåæó¹. Îòîæ, íàïðèêëàä, ó
÷àñîâîìó êîíòèíóóìi êiíöåâà òî÷êà ìèíóëîãî åïiçîäó àáî ïî÷àòêîâà òî÷êà ìàé-
áóòíüîãî îáìåæó¹ ó ¹äèíîìó íàïðÿìi, íåçâàæàþ÷è íà òå, ùî ìîæíà ñêàçàòè, ùî
òî÷êà, ÿêà ïîçíà÷à¹ êiíåöü îäíîãî åïiçîäó i ïî÷àòîê iíøîãî, îáìåæó¹ äâîÿêî. Ó âè-
ïàäêó ïðîñòîðîâîãî êîíòèíóóìó ¹ ÷èñëåííi äîäàòêîâi ìîæëèâîñòi: òóò ìåæà ìîæå
îáìåæóâàòè ó âñiõ íàïðÿìàõ, ó ÿêèõ âîíà çäàòíà îáìåæóâàòè, àáî ìîæå îáìåæóâà-
òè òiëüêè ó äåÿêèõ iç öèõ íàïðÿìiâ. Ó ïåðøîìó âèïàäêó êàæóòü, ùî ìåæà iñíó¹ ó
ïîâíîìó ïëåðîçèñi, ó äðóãîìó � ÷àñòêîâîìó. Áðåíòàíî ââàæàâ, ùî ïîíÿòòÿ ïëåðî-
çèñó ðîáèòü ìîæëèâèì ñåíñ iäå¨, ùî ìåæà âîëîäi¹ "÷àñòèíàìè", íàâiòü ÿêùî ìåæà
íå ìà¹ âèìiðiâ, ÿê ó âèïàäêó òî÷êè. Îòîæ, õî÷à òåïåðiøíié ÷àñ àáî "òåïåð" çãiäíî
iç Áðåíòàíî ÷àñîâî íåïðîòÿæíèé i iñíó¹ òiëüêè ÿê ìåæà ìiæ ìèíóëèì i ìàéáóòíiì,
âií âñå-òàêè âîëîäi¹ äâîìà "÷àñòèíàìè" àáî àñïåêòàìè: öå ¹ êiíåöü ìèíóëîãî i ïî-
÷àòîê ìàéáóòíüîãî. Âàðòî çàçíà÷èòè, ùî äëÿ Áðåíòàíî íå òiëüêè "òåïåð" iñíó¹ ÿê
ìåæà; îñêiëüêè, ïîäiáíî äî Àðiñòîòåëÿ, âií äîòðèìóâàâñÿ äóìêè, ùî "iñíóâàííÿ"
ó ñòðîãîìó ðîçóìiííi îçíà÷à¹ "iñíóâàííÿ òåïåð", ç öüîãî íåîáõiäíî âèïëèâàëî, ùî
iñíóþ÷i ðå÷i iñíóþòü òiëüêè ÿê ìåæi òîãî, ùî iñíóâàëî, àáî òîãî, ùî iñíóâàòèìå,
àáî i òîãî, i äðóãîãî.

Áðåíòàíî ìàâ äåùî íåÿñíèé ïîãëÿä íà çóñèëëÿ ìàòåìàòèêiâ ïîáóäóâàòè êîíòè-
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íóóì iç ÷èñåë. Éîãî ïiäõiä çìiíþâàâñÿ âiä âiäêèäàííÿ òàêèõ ñïðîá ÿê íåàäåêâàòíèõ
äî íàäàííÿ ¨ì ñòàòóñó "ôiêöié". Öå íå äèâíî çà óìîâè éîãî àðiñòîòåëiâñüêî¨ ñõèëü-
íîñòi ïðèéìàòè ìàòåìàòè÷íi i ôiçè÷íi òåîði¨ ðàäøå ÿê ñïðàâæíi îïèñè åìïiðè÷íèõ
ÿâèù, íiæ iäåàëiçàöi¨: íà éîãî ïîãëÿä, ÿêùî áè òàêi òåîði¨ ïîòðiáíî áóëî ââàæàòè
áóêâàëüíèìè îïèñàìè äîñâiäó, òî âîíè íå çâîäèëèñü áè íi äî ÷îãî êðàùîãî, íiæ
"íåïðàâèëüíi òëóìà÷åííÿ".

Àíàëiç Áðåíòàíî êîíòèíóóìó çîñåðåäèâñÿ íà éîãî ôåíîìåíîëîãi÷íèõ i ÿêiñíèõ
àñïåêòàõ, ÿêi çà ñàìîþ ñâî¹þ ïðèðîäîþ íåçäàòíi áóòè çâåäåíèìè äî äèñêðåòíîãî.
Îòîæ, âiäêèäàííÿ Áðåíòàíî ñïðîá ìàòåìàòèêiâ ïîáóäóâàòè êîíòèíóóì ó äèñêðå-
òíèõ òåðìiíàõ íàâðÿä ÷è äèâíå.

Ïîãëÿä àìåðèêàíñüêîãî ôiëîñîôà-ìàòåìàòèêà ×àðëüçà Ñàíäåðñà Ïiðñà (1839-
1914) íà êîíòèíóóì áóâ ó ïåâíîìó ñåíñi ïðîìiæíèì ìiæ ïîãëÿäàìè Áðåíòàíî i
àðèôìåòèçàòîðiâ. Ïîäiáíî äî Áðåíòàíî âií äîòðèìóâàâñÿ äóìêè, ùî ç÷åïëåíiñòü
êîíòèíóóìó âèêëþ÷à¹ äëÿ íüîãî ìîæëèâiñòü áóòè ïðîñòîþ êîëåêöi¹þ äèñêðåòíèõ
iíäèâiäiâ àáî òî÷îê, ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi. I íàâiòü ðàíiøå Áðàóåðà Ïiðñ, çäà-
¹òüñÿ, áóâ îáiçíàíèé, ùî ïðàâèëüíå âèêëàäåííÿ êîíòèíóóìó ìiñòèòèìå ïiääàííÿ
ñóìíiâó çàêîíó âèêëþ÷åíîãî òðåòüîãî. Ïiðñ òàêîæ äîòðèìóâàâñÿ äóìêè, ùî êîí-
òèíóóì äà¹ ïðèòóëîê íåîáìåæåíî âåëèêié êîëåêöi¨ òî÷îê � ó éîãî êîëîðèòíié òåð-
ìiíîëîãi¨ ñóïåðáàãàòî÷èñëåííié êîëåêöi¨ � òå, ùî ìè òåïåð íàçâàëè áè âëàñòèâèì
êëàñîì. Ïiðñ ñòâåðäæóâàâ, ùî ÿêùî áè "äîñòàòíüî" òî÷îê áóëî çiáðàíî ðàçîì âèêî-
íàííÿì âñòàâëåííÿ íîâèõ òî÷îê ìiæ ñòàðèìè äî îñòàòî÷íî¨ ìåæi, òî âîíè � ÷åðåç
ëîãi÷íå "ïåðåòâîðåííÿ êiëüêîñòi â ÿêiñòü" � âòðàòèëè áè ¨õíþ iíäèâiäóëüíiñòü i
ñïëàâèëèñü áè â iñòèííèé êîíòèíóóì.

Ïiðñîâà êîíöåïöiÿ ÷èñëîâîãî êîíòèíóóìó âèäàòíà òàêîæ iç-çà ïðèñóòíîñòi â íié
âåëè÷åçíî¨ êiëüêîñòi íåñêií÷åííî ìàëèõ. Ïiðñ âiäñòîþâàâ óòðèìàííÿ ïîíÿòòÿ íå-
ñêií÷åííî ìàëîãî â îñíîâàõ ÷èñëåííÿ, ÿê iç-çà òîãî, ùî âií áà÷èâ åôåêòèâíiñòü ìå-
òîäiâ íåñêií÷åííî ìàëèõ, òàê i òîìó, ùî âií ðîçãëÿäàâ íåñêií÷åííî ìàëi ÿê "êëåé",
ùî çìóøó¹ òî÷êè íà íåïåðåðâíié ïðÿìié âòðà÷àòè ¨õíþ iíäèâiäóàëüíiñòü.

Iäåÿ íåïåðåðâíîñòi âiäiãðàâàëà öåíòðàëüíó ðîëü ó ìèñëåííi âèäàòíîãî ôðàí-
öóçüêîãî ìàòåìàòèêà Àíði Ïóàíêàðå (1854-1912). Ïðèéìàþ÷è àðèôìåòè÷íå îçíà-
÷åííÿ êîíòèíóóìó, âií ïiääàâàâ ñóìíiâó òîé ôàêò, ùî (ÿê ó ôîðìóëþâàííÿõ Äå-
äåêiíäà i Êàíòîðà) òàê âèãîòîâëåíi (iððàöiîíàëüíi) ÷èñëà ¹ ïðîñòèìè ñèìâîëàìè,
âiääiëåíèìè âiä ¨õíiõ äæåðåë â iíòó¨öi¨. Íà âiäìiíó âiä Êàíòîðà, Ïóàíêàðå ïðèéíÿâ
íåñêií÷åííî ìàëi, õî÷à íàâiòü i íå ââàæàâ âñi ïðîÿâè öüîãî ïîíÿòòÿ êîðèñíèìè.

Ãîëëàíäñüêèé ìàòåìàòèê Ë.Å.Áðàóåð (181-1966) íàéáiëüøå âiäîìèé ÿê çàñíîâ-
íèê ôiëîñîôi¨ (íåî)iíòó¨öiîíiçìó. Éîãî ó âèùié ìiði iäåàëiñòè÷íi ïîãëÿäè íà ìàòåìà-
òèêó äåùî ïîäiáíi äî ïîãëÿäiâ Êàíòà. Äëÿ Áðàóåðà ìàòåìàòè÷íi ïîíÿòòÿ ïðèéíÿòíi
òiëüêè òîäi, êîëè âîíè íàëåæíî îá ðóíòîâàíi â iíòó¨öi¨, ìàòåìàòè÷íi òåîði¨ âàæëè-
âi òiëüêè òîäi, êîëè âîíè ñòîñóþòüñÿ ñóòíîñòåé, ÿêi ïîáóäîâàíi ç ÷îãîñü, çàäàíîãî
áåçïîñåðåäíüî, i iíòó¨öi¨, à ìàòåìàòè÷íå äîâåäåííÿ ¹ ôîðìîþ ïîáóäîâè â iíòó¨öi¨.
Âèçíàþ÷è, ùî ïîÿâà íååâêëiäîâî¨ ãåîìåòði¨ äèñêðåäèòóâàëà ïîãëÿä Êàíòà íà ïðî-
ñòið, Áðàóåð, íà ïðîòèâàãó ëîãiöèñòàì (ÿêèõ âií íàçèâàâ "ôîðìàëiñòàìè"), äîòðè-
ìóâàâñÿ äóìêè, ùî àðèôìåòèêà, i òîìó âñÿ ìàòåìàòèêà, ìóñèòü âèñíîâóâàòèñÿ ç
÷àñîâî¨ iíòó¨öi¨.

Ñïî÷àòêó Áðàóåð òâåðäî äîòðèìóâàâñÿ äóìêè, ùî êîíòèíóóì íåïîáóäîâíèé iç
äèñêðåòíèõ òî÷îê, ïðîòå ïiçíiøå ìîäèôiêóâàâ öþ äîêòðèíó. Ó çðiëié äóìöi âií ïåðå-
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òâîðèâ ïîíÿòòÿ òî÷êè, íàäiëÿþ÷è òî÷êè äîñòàòíüîþ òåêó÷iñòþ, ùáî äàòè ¨ì çìîãó
ñëóæèòè ãåíåðàòîðàìè "iñòèííîãî" êîíòèíóóìó. Öÿ òåêó÷iñòü äîñÿãàëàñÿ ïðèéíÿò-
òÿì ÿê "òî÷îê" íå òiëüêè ïîâíiñòþ âèçíà÷åíèõ äèñêðåòíèõ ÷èñåë òàêèõ ÿê

√
2, π, e

òà ïîäiáíèõ � ÿêi âæå, òàê ñêàçàòè, äîñÿãíóëè "áóòòÿ" � àëå òàêîæ i "÷èñåë", ÿêi ¹
ó âi÷íîìó ñòàíi ñòàíîâëåííÿ â òîìó, ùî ¨õíi âõîäè ó äåñÿòêîâi (àáî äâiéêîâi) ðîçâè-
íåííÿ ¹ ðåçóëüòàòîì âiëüíèõ àêòiâ âèáîðó ñóá'¹êòîì, ùî äi¹ ïðîòÿãîì íåâèçíà÷åíî
òðèâàëîãî ÷àñó. Ðåçóëüòóþ÷i âèáiðíi ïîñëiäîâíîñòi íå ìîæíà óÿâëÿòè ÿê çàêií÷åíi,
çàâåðøåíi îá'¹êòè: ó áóäü-ÿêèé ìîìåíò âiäîìèé òiëüêè ïî÷àòêîâèé âiäðiçîê. Öèì
ñïîñîáîì Áðàóåð îäåðæàâ ìàòåìàòè÷íèé êîíòèíóóì ñïîñîáîì, ñóìiñíèì iç éîãî âi-
ðîþ ó ñïîêîíâi÷íó iíòó¨öiþ ÷àñó � òîáòî ÿê íåçàêií÷åíó, íàñïðàâäi íåçàêií÷óâàíó,
ñóòíiñòü ó âi÷íîìó ñòàíi çðîñòàííÿ, "ñåðåäîâèùå âiëüíîãî ðîçâèòêó". Ó éîãî êîí-
öåïöi¨ ìàòåìàòè÷íèé êîíòèíóóì íàñïðàâäi "ïîáóäîâàíèé", ïðîòå íå ðîçáèâàííÿì
ïî÷àòêîâî, ÿê öå çðîáèëè Êàíòîð i Äåäåêiíä, iíòó¨òèâíîãî êîíòèíóóìó íà içîëüî-
âàíi òî÷êè, à ðàäøå ñêëàäàííÿì éîãî iç êîìïëåêñó íåïåðåðâíî çìiííèõ ÷àñòèí, ùî
÷àñòêîâî ïåðåêðèâàþòüñÿ.

Ìàòåìàòè÷íèé êîíòèíóóì, ÿê âií óÿâëÿâñÿ Áðàóåðîì, âèÿâëÿ¹ íèçêó ðèñ, ÿêi
âèäàþòüñÿ äèâíèìè äëÿ êëàñè÷íîãî îêà. Íàïðèêëàä, ó áðàóåðiâñüêîìó êîíòèíóóìi
çâè÷àéíèé çàêîí ïîðiâíþâàíîñòi, à ñàìå, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë a, b àáî
a < b àáî a = b àáî a > b, íå âèêîíó¹òüñÿ. Ùå ôóíäàìåíòàëüíiøèì ¹ íåâèêîíà-
ííÿ çàêîíó âèêëþ÷åíîãî òðåòüîãî ó òié ôîðìi, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äiéñíèõ ÷èñåë
a, b àáî a = b àáî a ̸= b. Íåâèêîíàííÿ öèõ ç âèäó áåçñóìíiâíèõ ïðèíöèïiâ ó ñâîþ
÷åðãó ðîáèòü íåäiéñíèìè äîâåäåííÿ íèçêè îñíîâíèõ ðåçóëüòàòiâ êëàñè÷íîãî àíà-
ëiçó, íàïðèêëàä, òåîðåìè Áîëüöàíî-Âåé¹ðøòðàññà, à òàêîæ òåîðåì ïðî ìîíîòîííó
çáiæíiñòü, ïðîìiæíå çíà÷åííÿ, íàéìåíøó âåðõíþ ìåæó, ìàêñèìàëüíå çíà÷åííÿ äëÿ
íåïåðåðâíèõ ôóíêöié.

Õî÷à áðàóåðiâñüêèé êîíòèíóóì ìîæå âîëîäiòè íèçêîþ íåãàòèâíèõ ðèñ ç òî÷êè
çîðó êëàñè÷íîãî ìàòåìàòèêà, âií ìà¹ òó ïåðåâàãó, ùî áëèæ÷å âiäïîâiäà¹ êîíòèíóó-
ìó iíòó¨öi¨, íiæ éîãî êëàñè÷íèé äâiéíèê. Ùî äàëåêî íå äèâíî, íåâèêîíàííÿ çàêîíó
âèêëþ÷åíîãî òðåòüîãî äëÿ òî÷îê â iíòó¨öiîíiñòñüêîìó êîíòèíóóìi ìîæíà ðîçãëÿäà-
òè ÿê òàêå, ùî äîáðå ïiäõîäèòü äî õàðàêòåðó iíòó¨òèâíîãî êîíòèíóóìó.

Ó 1924 ð. Áðàóåð ïîêàçàâ, ùî êîæíà ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà íà çàìêíåíîìó âiäðiç-
êó éîãî êîíòèíóóìó, ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ. Âíàñëiäîê öüîãî iíòó¨öiîíiñòñüêèé
êîíòèíóóì ¹ íåðîçêëàäíèì, òîáòî éîãî íå ìîæíà ðîçêîëîòè íà äâi ÷àñòèíè, ÿêi
íå ïåðåòèíàþòüñÿ, ÿêèì çàâãîäíî ñïîñîáîì. Íà ïðîòèâàãó äèñêðåòíié ñóòíîñòi, íå-
ðîçêëàäíèé áðàóðiâñüêèé êîíòèíóóì íå ìîæíà ñêëàñòè iç éîãî ÷àñòèí. Áà÷åííÿ
Áðàóåðîì êîíòèíóóìó ñòàëî â îñòàííi äåñÿòèëiòòÿ ïðåäìåòîì iíòåíñèâíîãî ìàòå-
ìàòè÷íîãî äîñëiäæåííÿ.

Ãåðìàí Âåéëü (1885-1955) � îäèí iç íàéáiëüø ðiçíîái÷íèõ ìàòåìàòèêiâ 20-ãî
ñòîëiòòÿ � áóâ ïîãëèíóòèé ïðèðîäîþ êîíòèíóóìó. Ó êíèçi Das Kontinuum (1918
ð.) âií íàìàãàâñÿ íàäàòè êîíòèíóóìó ñòðîãå ìàòåìàòè÷íå ôîðìóëþâàííÿ, âiëüíå
âiä òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ ïðèïóùåíü, ÿêi âií ïî÷àâ ââàæàòè çàïåðå÷óâàíèìè. ßê
âií áà÷èâ, iñíó¹ íåçàìîùóâàíà ïðîãàëèíà ìiæ iíòó¨òèâíî çàäàíèìè êîíòèíóóìàìè
(íàïðèêëàä, êîíòèíóóìàìè ïðîñòîðó, ÷àñó i ðóõó) ç îäíîãî áîêó i äèñêðåòíèìè òî-
÷íèìè ïîíÿòòÿìè ìàòåìàòèêè (íàïðèêëàä, ïîíÿòòÿì äiéñíîãî ÷èñëà) � ç äðóãîãî.
Äëÿ Âåéëÿ ïðèñóòíiñòü öüîãî ðîçêîëó îçíà÷àëà, ùî ïîáóäîâó ìàòåìàòè÷íîãî êîí-
òèíóóìó íå ìîæíà "ïðî÷èòàòè" ïðîñòî ç iíòó¨öi¨. Ðàäøå, ââàæàâ âií, ìàòåìàòè÷íèé

90



êîíòèíóóì òðåáà òðàêòóâàòè i â êiíöi êiíöiâ âèïðàâäîâóâàòè òèì ñàìèì ñïîñîáîì,
ùî é ôiçè÷íó òåîðiþ. Ïðîòå, ÿê áè ñèëüíî âií íå õîòiâ öüîãî, ó Das Kontinuum Âåéëü
íå ïðàãíóâ ïîäàòè ìàòåìàòè÷íîãî ôîðìóëþâàííÿ êîíòèíóóìó, ÿê òîé ïðåäñòàâëå-
íèé â iíòó¨öi¨, ùî, ÿê ïîêàçó¹ öèòàòà âèùå, âií ââàæàâ íåìîæëèâèì (ïðèíàéìíi ó
òîé ÷àñ). Ðàäøå, éîãî ìåòîþ áóëî ñïåðøó äîñÿãíóòè ñóìiñíîñòi, ïðèéìàþ÷è àðè-
ôìåòè÷íå ïîíÿòòÿ äiéñíîãî ÷èñëà íà ñòðîãié ëîãi÷íié áàçi, à ïîòiì ïîêàçàòè, ùî
òåîðiÿ, ÿêó îäåðæàíî, ¹ ïðèéíÿòíîþ, çàñòîñîâóþ÷è ¨¨ ÿê áàçó äëÿ ïðàâäîïîäiáíîãî
âèêëàäåííÿ íåïåðåðâíîãî ïðîöåñó â îá'¹êòèâíîìó ôiçè÷íîìó ñâiòi.

Ïiçíiøå Âåéëü çðiêñÿ àòîìiñòè÷íèõ òåîðié êîíòèíóóìó, âêëþ÷íî iç ñâî¹þ âëà-
ñíîþ ó Das Kontinuum. Âiäïîâiäíî äî öüîãî âií âiòàâ ïîáóäîâó Áðàóåðîì êîíòèíóó-
ìó çàñîáàìè ïîñëiäîâíîñòåé, ïîðîäæåíèõ âiëüíèìè àêòàìè âèáîðó, iäåíòèôiêóþ÷è
éîãî, òàêèì ÷èíîì, ÿê "ñåðåäîâèùå âiëüíîãî ñòàíîâëåííÿ", ÿêå "íå ðîçêëàäà¹òüñÿ
ó ìíîæèíó äiéñíèõ ÷èñåë ÿê çàâåðøåíèõ ñóòíîñòåé". Âåéëü âiä÷óâ, ùî Áðàåóð iç
éîãî äîêòðèíîþ iíòó¨öiîíiçìó ñòîÿâ áëèæ÷å, íiæ áóäü-õòî iíøèé, äî çàìîùóâàííÿ
òi¹¨ "íåçàìîùóâàíî¨ áåçîäíi" ìiæ iíòó¨òèâíèìè i ìàòåìàòè÷íèìè êîíòèíóóìàìè.
Çîêðåìà, âií çíàõîäèâ íåçäîëàííèì òîé ôàêò, ùî áðàóåðiâñüêèé êîíòèíóóì íå ¹
îá'¹äíàííÿì äâîõ íåïîðîæíiõ ÷àñòèí, ùî íå ïåðåòèíàþòüñÿ � òîáòî âií ¹ íåðîç-
êëàäíèì. "Ñïðàâæíié êîíòèíóóì, � êàçàâ Âåéëü, � íå ìîæíà ïîäiëèòè íà îêðåìi
ôðàãìåíòè". Ó ïiçíiøèõ ïóáëiêàöiÿõ âií âèðàæàâ öå êîëîðèòíiøå, öèòóþ÷è Àíà-
êñàãîðà, ùî êîíòèíóóì "íå ïiääà¹òüñÿ âèðóáóâàííþ ñâî¨õ ÷àñòèí ñîêèðîþ".

�3. Êîíñòðóêòèâíà äiéñíà ïðÿìà i iíòó¨öiîíiñòñüêèé êîíòèíóóì

Ïî÷àòêîâà ìîòèâàöiÿ äëÿ ðîçâèòêó êîíñòðóêòèâíî¨ ìàòåìàòèêè ïîëÿãàëà â òî-
ìó, ùîá ïîêëàñòè iäåþ ìàòåìàòè÷íîãî iñíóâàííÿ íà êîíñòðóêòèâíó àáî îá÷èñëþ-
âàíó îñíîâó. Çàäà÷à ââàæà¹òüñÿ ðîçâ'ÿçàíîþ òiëüêè òîäi, êîëè ìîæíà, ïðèíàéìíi
â ïðèíöèïi, äàòè ÿâíèé ðîçâ'ÿçîê. Îòîæ, íàïðèêëàä, "Iñíó¹ x òàêå, ùî P (x)" îçíà-
÷à¹, ùî, ïðèíàéìíi â ïðèíöèïi, ìîæíà ÿâíî ïðåä'ÿâèòè x òàêå, ùî P (x). Öåé ôàêò
ïðèâiâ äî ïiääàííÿ ñóìíiâó ïåâíèõ ïðèíöèïiâ êëàñè÷íî¨ ëîãiêè, çîêðåìà, çàêîíó âè-
êëþ÷åíîãî òðåòüîãî, i ñòâîðåííÿ íîâî¨ ëîãiêè � iíòó¨öiîíiñòñüêî¨. Âií ïðèâiâ òàêîæ
äî çàïðîâàäæåííÿ ãîñòðiøîãî, íiæ çâè÷àéíî, îçíà÷åííÿ äiéñíèõ ÷èñåë � êîíñòðó-
êòèâíèõ äiéñíèõ ÷èñåë. Êîíñòðóêòèâíå äiéñíå ÷èñëî � öå ïîñëiäîâíiñòü ðàöiîíàëü-
íèõ ÷èñåë (rn) = r1, r2, . . . òàêà, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî k ìîæíà îá÷èñëèòè ÷èñëî n
òàêèì ñïîñîáîì, ùîá |rn+p − rn| ≤ 1/k. Ìîæíà âèêëàñòè àêñiîìè äëÿ êîíñòðó-
êòèâíî¨ äiéñíî¨ ïðÿìî¨. ßêùî ïðèïóñêàþòü êëàñè÷íó ëîãiêó, òî êîíñòðóêòèâíèé
àíàëiç ¹ êàòåãîðè÷íîþ òåîði¹þ i òîìó öÿ ïðÿìà ¹ ¹äèíîþ ìîäåëëþ. Ïðîòå â iíòó¨-
öiîíiñòñüêié ëîãiöi äëÿ äåäåêiíäîâèõ i êàíòîðîâèõ äiéñíèõ ÷èñåë ìîæëèâî íå áóòè
içîìîðôíèìè âñóïåðå÷ òîìó ôàêòó, ùî âîíè ¹ ìîäåëÿìè êîíñòðóêòèâíîãî àíàëiçó.
Ó êîíñòðóêòèâíîìó àíàëiçi äiéñíà ïðÿìà, ïî ñóòi, ¹ çâóæåííÿì ¨¨ êëàñè÷íîãî äâié-
íèêà. Íàòîìiñòü ó áðàóåðiâñüêîãî iíòó¨öiîíiçìó áiëüø âiëüíèé ïîãëÿä íà ñïðàâó, ùî
ïðèâîäèòü äî çíà÷íîãî çáàãà÷åííÿ àðèôìåòè÷íîãî êîíòèíóóìó ïîðiâíÿíî iç ñòðî-
ãèì êîíñòðóêòèâiçìîì. Òóò, ÿê äiéñíi ÷èñëà, äîïóñêàþòüñÿ íå òiëüêè íåñêií÷åííi
ïîñëiäîâíîñòi, âèçíà÷åíi íàïåðåä åôåêòèâíèì ïðàâèëîì äëÿ îá÷èñëåííÿ ¨õíiõ ÷ëå-
íiâ, à é òàêi, ó ïîðîäæåííi ÿêèõ âiäiãðà¹ ðîëü âiëüíèé âèáið. Îñòàííi íàçèâàþòü
ïîñëiäîâíîñòÿìè (âiëüíîãî) âèáîðó.

Õî÷à êîíñòðóêòèâíèé àíàëiç ôîðìàëüíî íå ñóïåðå÷èòü êëàñè÷íîìó àíàëiçó i
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éîãî ôàêòè÷íî ìîæíà ââàæàòè ïiäòåîði¹þ îñòàííüîãî, áóëî çàïðîïîíîâàíî íèç-
êó iíòó¨öiîíiñòñüêè ïðàâäîïîäiáíèõ ïðèíöèïiâ äëÿ òåîði¨ âèáiðíèõ ïîñëiäîâíîñòåé,
ÿêi âiääàëÿþòü iíòó¨öiîíiñòñüêèé àíàëiç âiä êëàñè÷íîãî äâiéíèêà. Îäíèì iç òàêèõ
ïðèíöèïiâ ¹ ïðèíöèï íåïåðåðâíîñòi Áðàóåðà: äëÿ çàäàíîãî âiäíîøåííÿ R(α, n) ìiæ
âèáiðíèìè ïîñëiäîâíîñòÿìè α i ÷èñëàìè n, ÿêùî äëÿ êîæíîãî α ìîæíà âèçíà÷èòè
÷èñëî n, äëÿ ÿêîãî âèêîíó¹òüñÿ R(α, n), òî n ìîæíà âèçíà÷èòè âæå íà îñíîâi çíà-
ííÿ ñêií÷åííîãî ÷èñëà ÷ëåíiâ α. Iç öüîãî ìîæíà âèñíóâàòè ñëàáêó âåðñiþ òåîðåìè
ïðî íåïåðåðâíiñòü, à ñàìå, ùî êîæíà ôóíêöiÿ ç R â R ¹ íåïåðåðâíîþ. Ùå îäíèì òà-
êèì ïðèíöèïîì ¹ ïåâíà ôîðìà iíäóêöi¨ äëÿ äîáðå  ðóíòîâàíèõ ìíîæèí ñêií÷åííèõ
ïîñëiäîâíîñòåé. Áðàóåð âèêîðèñòàâ öþ iíäóêöiþ i ïðèíöèï íåïåðåðâíîñòi äëÿ äîâå-
äåííÿ ñâî¹¨ òåîðåìè ïðî íåïåðåðâíiñòü, ùî êîæíà äiéñíîçíà÷íà ôóíêöiÿ, âèçíà÷åíà
íà çàìêíåíîìó âiäðiçêó, ¹ ðiâíîìiðíî íåïåðåðâíîþ, ç ÿêî¨, ÿê âæå çãàäóâàëîñÿ, âè-
ïëèâà¹, ùî iíòó¨öiîíiñòñüêèé êîíòèíóóì íåðîçêëàäíèé.

Áðàóåð íàäàâ iíòó¨öiîíiñòñüêié êîíöåïöi¨ ìàòåìàòèêè ÿâíî ñóá'¹êòèâíîãî ïîâî-
ðîòó, çàïðîâàäæóþ÷è òâîð÷îãî ñóá'¹êòà. Öå ïåâíîãî ñîðòó iäåàëiçîâàíèé ìàòåìà-
òèê, äëÿ ÿêîãî ÷àñ ïîäiëåíî íà äèñêðåòíi ïîñëiäîâíi ñòàäi¨, ïðîòÿãîì êîæíî¨ ç ÿêèõ
âií ìîæå âèïðîáîâóâàòè ðiçíi òâåðäæåííÿ, íàìàãàòèñÿ áóäóâàòè äîâåäåííÿ, i òàê
äàëi. Çîêðåìà, çàâæäè ìîæíà âèçíà÷èòè, ÷è íà ñòàäi¨ n òâîð÷èé ñóá'¹êò ìà¹ äî-
âåäåííÿ êîíêðåòíîãî ìàòåìàòè÷íîãî òâåðäæåííÿ p. Õî÷à òåîðiÿ òâîð÷îãî ñóá'¹êòà
çàëèøà¹òüñÿ ñóïåðå÷ëèâîþ, ¨¨ ÷èñòî ìàòåìàòè÷íi íàñëiäêè ìîæíà îäåðæàòè îäíèì
ïðîñòèì ïîñòóëàòîì, ÿêèé öiëêîì âiëüíèé âiä ñóá'¹êòèâíèõ i ÷àñîâèõ åëåìåíòiâ.

Òâîð÷èé ñóá'¹êò äà¹ íàì çìîãó âèçíà÷èòè äëÿ çàäàíîãî òâåðäæåííÿ p äâiéêîâó
ïîñëiäîâíiñòü < an > óìîâîþ: an = 1, ÿêùî òâîð÷èé ñóá'¹êò ìà¹ äîâåäåííÿ p íà
ñòàäi¨ n; an = 0 â iíøîìó âèïàäêó. Òåïåð, ÿêùî ïîáóäîâà öèõ ïîñëiäîâíîñòåé ¹ ¹äè-
íîþ êîðèñòþ âiä òâîð÷îãî ñóá'¹êòà, òî ïîñèëàííÿ íà îñòàííüîãî ìîæíà óíèêíóòè,
ïîñòóëþþ÷è ïðèíöèï, âiäîìèé ïiä íàçâîþ ñõåìè Êðiïêå:

Äëÿ êîæíîãî òâåðäæåííÿ p iñíó¹ çðîñòàþ÷à äâiéêîâà ïîñëiäîâíiñòü < an >
òàêà, ùî p âèêîíó¹òüñÿ, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî an = 1 äëÿ äåÿêîãî n.

Áóëî ïîêàçàíî, ùî öi ïðèíöèïè, âçÿòi ðàçîì, ìàþòü ÷óäîâi íàñëiäêè äëÿ íåðîç-
êëàäíîñòi ïiäìíîæèí êîíòèíóóìó. Iíòó¨öiîíiñòñüêèé êîíòèíóóì ¹ íå òiëüêè íåðîç-
êëàäíèì (òîáòî éîãî íå ìîæíà ðîçáèòè íà äâi íåïîðîæíi ÷àñòèíè, ùî íå ïåðåòè-
íàþòüñÿ), àëå, ïðèïóñêàþ÷è ïðèíöèï íåïåðåðâíîñòi i ñõåìó Êðiïêå, çàëèøà¹òüñÿ
íåðîçêëàäíèì, íàâiòü ÿêùî âêîëîòè éîãî áóëàâêîþ. Iíòó¨öiîíiñòñüêèé êîíòèíóóì
ìà¹, òàê ñêàçàòè, ïîäiáíó äî ñèðîïó, ãóñòó ïðèðîäó, òàê ùî íå ìîæíà ïðîñòî çà-
áðàòè ãåòü îäíó òî÷êó. ßêùî íà äîäà÷ó ïðèïóñòèòè çãàäàíó iíäóêöiþ, òî, ùî ùå
áiëüø äèâíî, íåðîçêëàäíiñòü óòðèìó¹òüñÿ íàâiòü òîäi, êîëè âñi ðàöiîíàëüíi òî÷êè
âèäàëåíi ç êîíòèíóóìó.

Íàðåøòi, áóëî òàêîæ ïîêàçàíî, ùî â iíòó¨öiîíiñòñüêié ìàòåìàòèöi ìîæíà ðîç-
âèíóòè ïðèðîäíå ïîíÿòòÿ íåñêií÷åííî ìàëîãî ([Ve]). Òóò iäåÿ òàêà, ùî íåñêií÷åííî
ìàëå ïîâèííî áóòè "äóæå ìàëèì" äiéñíèì ÷èñëîì ó òîìó ðîçóìiííi, ùî íåâiäîìî,
÷è âîíî âiäðiçíþâàíå, òîáòî ñòðîãî áiëüøå àáî ìåíøå, âiä íóëÿ.
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�4. Ðåçóëüòàòè �åäåëÿ

Òóò ìè ïîäàìî ðîçïîâiäü ïðî ôóíäàìåíòàëüíi äëÿ ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè òà îñíîâ
ìàòåìàòèêè ðåçóëüòàòè �åäåëÿ ïðî ïîâíîòó òà íåïîâíîòó ôîðìàëüíèõ ñèñòåì, à
òàêîæ ïðî êîíòèíóóì-ãiïîòåçó òà àêñiîìó âèáîðó çà [Kl]. Öiêàâå îáãîâîðåííÿ öèõ
ðåçóëüòàòiâ äèâ. òàêîæ ó [Ìà].

1. Òåîðåìà ïðî ïîâíîòó (1930)

Ïî÷èíàþ÷è âiä Ôðå å òðàäèöiéíèé ïðåäìåòíî-ïðåäèêàòíèé àíàëiç ñòðóêòóðè
âèñëîâëåíü áóâ çàìiíåíèé ãíó÷êiøèì âèêîðèñòàííÿì ïðîïîçèöiéíèõ ôóíêöié àáî,
êîðîòøå, ïðåäèêàòiâ. Âèêîðèñòîâóþ÷è çàäàíó êîëåêöiþ � àáî îáëàñòü D � îá'¹êòiâ
(ìè íàçèâàòèìåìî ¨õ iíäèâiäàìè, ÿêùî âîíè ¹ ïåðâiñíèìè îá'¹êòàìè, ùî íå àíàëiçó-
þòüñÿ) ÿê ìíîæèíó çíà÷åíü íåçàëåæíèõ çìiííèõ, îäíîìiñíèé ïðåäèêàò P àáî P (a)
íàäD (ùî íàçèâà¹òüñÿ òàêîæ |it âëàñòèâiñòþ ÷ëåíiâD) ¹ ôóíêöi¹þ, ùî äëÿ êîæíîãî
÷ëåíà D ÿê çíà÷åííÿ çìiííî¨ a íàáóâà¹ ñâî¨ì çíà÷åííÿì òâåðäæåííÿ P (a). Äâîìi-
ñíèé ïðåäèêàò Q àáî Q(a, b) (ùî íàçèâà¹òüñÿ òàêîæ áiíàðíèì âiäíîøåííÿì ìiæ
÷ëåíàìè D) äëÿ êîæíî¨ ïàðè çíà÷åíü a i b iç D íàáóâà¹ ñâî¨ì çíà÷åííÿì òâåðäæåí-
íÿ Q(a, b); i ò.ä. Ó íàé÷àñòiøå êóëüòèâîâàíié âåðñi¨ ëîãiêè (êëàñè÷íié ëîãiöi) êîæíå
iç òâåðäæåíü, ùî ïðèéìàþòü çíà÷åííÿìè ïðåäèêàòiâ, ¹ iñòèíà àáî õèáà. Îáìåæåíå
àáî ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó ("åëåìåíòàðíà ëîãiêà") ìà¹ ñïðàâó iç âè-
ðàçàìè, ùî íàçèâàþòüñÿ ôîðìóëàìè, ïîáóäîâàíèìè âiäïîâiäíî äî ñôîðìóëüîâàíèõ
ñèíòàêñè÷íèõ ïðàâèë iç: ñèìâîëiâ P,Q,R,... äëÿ ïðåäèêàòiâ; ïðîïîçèöiéíèõ çâ'ÿçîê
¬ ("íå"), & ("i"), ∨ ("àáî") òà → ("òÿãíå", "iìïëiêó¹"); òà êâàíòîðiâ ∀x ("äëÿ âñiõ
x") i ∃x ("iñíó¹ x òàêå, ùî"). Íàïðèêëàä, óçÿâøè P , Q, R ÿê ñèìâîëè äëÿ ïðåäè-
êàòiâ îäíî¨, äâîõ, òðüîõ çìiííèõ âiäïîâiäíî, âèðàçè P (b), Q(a, c), R(b, a, a), ∀xP (x),
∀x∃yQ(x, y), ∀x((¬P (x)) → Q(a, x)), òà ∀x((∃yQ(y, x)) → ¬R(x, a, x)) ¹ ôîðìóëàìè.

Ó êëàñè÷íié ëîãiöi ïiñëÿ áóäü-ÿêîãî âèáîðó íåïîðîæíüî¨ îáëàñòi D, ÿê ìíîæèíè
çíà÷åíü çìiííèõ, êîæíó ôîðìóëó ìîæíà îöiíèòè ÿê iñòèííó àáî õèáíó äëÿ êîæíîãî
ïðèïèñóâàííÿ â D ïðåäèêàòà íàä D ÿê çíà÷åííÿ àáî iíòåðïðåòàöi¨ êîæíîãî ç éîãî
ïðåäèêàòíèõ ñèìâîëiâ i ÷ëåíàD ÿê çíà÷åííÿ êîæíî¨ ç éîãî "âiëüíèõ" çìiííèõ. Éîãî
âiëüíi çìiííi � öå òi ç "âiëüíèìè" ïîÿâàìè, äå âîíè íå ïiääàþòüñÿ äi¨ êâàíòîðiâ. Ó
ñiìîõ ïðèêëàäàõ ôîðìóë, çàäàíèõ âèùå, âiñiì ïîÿâ a, b, c âiëüíi; ï'ÿòíàäöÿòü ïîÿâ
x i y íå âiëüíi, òîáòî âîíè îáìåæåíi. Ïðîöåñ îöiíþâàííÿ ïðÿìèé, ïðèéìàþ÷è ∨ ÿê
íåðîçäiëüíå "àáî" (A ∨ B iñòèííå, êîëè îäíå iç A òà B àáî îáèäâà iñòèííi, iíàêøå
õèáíå), i òðàêòóþ÷è A → B ÿê (¬A) ∨ B. Íàïðèêëàä, óçÿâøè çà D íåâiä'¹ìíi öiëi
àáî íàòóðàëüíi ÷èñëà {0, 1, 2, . . .}, i ïðèïèñóþ÷è P (a), Q(a, b) i R(a, b, c) ïðåäèêàòè
"a ïàðíå", "a ìåíøå íiæ b" i "ab = c" , òà a, b, c ÷èñëà 0, 1, 1 ÿê çíà÷åííÿ, íà-
øi ñiì ïðèêëàäiâ ôîðìóë áóäóòü âiäïîâiäíî õèáíîþ, iñòèííîþ, iñòèííîþ, õèáíîþ,
iñòèííîþ, iñòèííîþ, iñòèííîþ.

Ëîãiêà çîñåðåäæó¹òüñÿ íà äîñëiäæåííi, ÿêi ôîðìóëè âèðàæàþòü ëîãi÷íi iñòèíè,
òîáòî ¹ "iñòèííèìè âçàãàëi". Ëåéáíiö ãîâîðèâ ïðî iñòèíó ó âñiõ ìîæëèâèõ ñâiòàõ. Ìè
êàæåìî, ùî ôîðìóëà çíà÷óùà âD (çàäàíié íåïîðîæíié îáëàñòi), ÿêùî âîíà iñòèííà
äëÿ êîæíîãî ïðèïèñóâàííÿ â D; i ïðîñòî çàãàëüíîçíà÷óùà, ÿêùî âîíà çíà÷óùà â
êîæíié íåïîðîæíié îáëàñòi D.

Øîá çðîáèòè ìiðêóâàííÿ iç ÷èñëåííÿì ïðåäèêàòiâ ïðàêòè÷íèì, ïàðàëåëüíèì
äî ñïîñîáó, ÿêèì ìè ôàêòè÷íî äóìà¹ìî, ìè íå ìîæåìî çóïèíèòèñÿ äóìàòè ÷åðåç
ïðîöåñ îöiíþâàííÿ ó âñiõ íåïîðîæíiõ îáëàñòÿõ äëÿ âñiõ ïðèïèñóâàíü êîæíîãî ðàçó,
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êîëè ìè õî÷åìî ïåðåêîíàòèñÿ, ùî ôîðìóëà ëîãi÷íî iñòèííà (çàãàëüíîçíà÷óùà).
Çàìiñòü öüîãî âèêîðèñòîâó¹ìî "àêñiîìàòè÷íî-äåäóêòèâíèé ìåòîä", çà äîïîìîãîþ
÷îãî ôîðìóëè ñòàþòü "äîâiäíèìè".

Ïî-ïåðøå, ïåâíi ôîðìóëè âèçíàþòüñÿ ëîãi÷íèìè àêñiîìàìè. Íàïðèêëàä, âñi
ôîðìóëè íàñòóïíèõ äâîõ âèäiâ � ùî íàçèâàþòüñÿ ñõåìàìè àêñiîì � ¹ àêñiîìàìè:

A → (B → A), ∀xA(x) → A(a).

Òóò A,B i A(x) ìîæóòü áóòè áóäü-ÿêèìè ôîðìóëàìè, à x i a � áóäü-ÿêèìè çìií-
íèìè; A(a) � öå ðåçóëüòàò ïiäñòàíîâêè çìiííî¨ a çàìiñòü âiëüíèõ ïîÿâ çìiííî¨ x
ó ôîðìóëi A(x). Êðiì öüîãî, âèìàãà¹òüñÿ, ùîá ðåçóëüòóþ÷i ïîÿâè a â A(a) áóëè
âiëüíèìè; îòîæ, ∀x∃bQ(b, x) → ∃bQ(b, a) � àêñiîìà çà ñõåìîþ ∀xA(x) → A(a), ïðîòå
∀x∃aQ(a, x) → ∃aQ(a, a) � íi. Ñõåìè àêñiîì (i, çîêðåìà, àêñiîìè, ÿêùî ìà¹ìî äåÿêi
íå çàäàíi ñõåìàìè) âèáèðàþòüñÿ òàê, ùî êîæíà àêñiîìà çàãàëüíîçíà÷óùà.

Ïî-äðóãå, âèçíàþòüñÿ îáñòàâèíè, ùî íàçèâàþòüñÿ ïðàâèëàìè âèñíîâóâàííÿ, â
ÿêèõ ç îäíî¨ àáî äâîõ ôîðìóë, ïîêàçàíèõ íàä ëiíi¹þ, ùî íàçèâàþòüñÿ óìîâàìè,
ìîæíà âèñíóâàòè ôîðìóëó, ùî íàçèâà¹òüñÿ âèñíîâêîì i ÿêà ïîêàçàíà ïiä ëiíi¹þ;
íàïðèêëàä:

A, A → B

B
,

C → A(x)

C → ∃xA(x)
.

Òóò A,B i A(x) ìîæóòü áóòè áóäü-ÿêèìè ôîðìóëàìè, x � áóäü-ÿêîþ çìiííîþ, à
C � áóäü-ÿêîþ ôîðìóëîþ, ùî íå ìiñòèòü âiëüíî¨ ïîÿâè x. Ïðàâèëà âèñíîâóâàííÿ
âèáðàíi òàê, ùîá, ÿê òiëüêè äëÿ çàäàíî¨ íåïîðîæíüî¨ îáëàñòi D i ïðèïèñóâàííÿ â D
iñòèííi ïðèïóùåííÿ, òî äëÿ òîãî ñàìîãî D i ïðèïèñóâàííÿ âèñíîâîê áóâ iñòèííèì.
Çâiäñè, ÿêùî ïðèïóùåííÿ çàãàëüíîçíà÷óùi, òî âèñíîâîê çàãàëüíîçíà÷óùèé.

Äîâåäåííÿ � öå ñêií÷åííèé ñïèñîê ôîðìóë, êîæíà ç ÿêèõ ñâî¹þ ÷åðãîþ ¹ àáî
àêñiîìîþ àáî âèñíîâêîì âèñíîâóâàííÿ ç îäíî¨ àáî äâîõ ôîðìóë, ùî çàïèñàíi ðàíi-
øå ó ñïèñêó ÿê ïðèïóùåííÿ. Äîâåäåííÿ ¹ äîâåäåííÿì éîãî îñòàííüî¨ ôîðìóëè, ÿêà
íàçèâà¹òüñÿ äîâiäíîþ. Â îäíîìó iç êëàñè÷íèõ òðàêòóâàíü êëàñè÷íîãî ÷èñëåííÿ ïðå-
äèêàòiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó (Êëiíi) âèêîðèñòîâóþòüñÿ äâàíàäöÿòü ñõåì àêñiîì i òðè
ïðàâèëà âèñíîâóâàííÿ. Â ñèëó òîãî, ùî ìè ùîéíî ñêàçàëè ïðî òå, ÿê âèáðàíi ñõåìè
àêñiîì (àáî êîíêðåòíi àêñiîìè) (îòîæ, êîæíà àêñiîìà çàãàëüíîçíà÷óùà), i ïîäiáíî
äëÿ ïðàâèë âèñíîâóâàííÿ (îòîæ, iñòèíà ïåðåíîñèòüñÿ âïåðåä êîæíèì âèñíîâóâà-
ííÿì), êîæíà äîâiäíà ôîðìóëà çàãàëüíîçíà÷óùà. Îòîæ, àêñiîìàòè÷íî-äåäóêòèâíå
òðàêòóâàííÿ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ êîðåêòíå.

Àëå ÷è âîíî ïîâíå? Òîáòî: ×è êîæíà ôîðìóëà, ÿêà çàãàëüíîçíà÷óùà, ¹ äîâiäíà?
Àêñiîìàòè÷íî-äåäóêòèâíå òðàêòóâàííÿ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó,

âèäiëåíå ç iíøèõ ñêëàäíiøèõ ëîãi÷íèõ ñèñòåì, áóëî, ìîæëèâî, âïåðøå ñôîðìóëüî-
âàíî ÿâíî ó êíèçi Ãiëüáåðòà i Àêåðìàíà (1928). Òàì âïåðøå ñôîðìóëüîâàíà ïðîáëå-
ìà ïîâíîòè: "×è ñèñòåìà àêñiîì (i ïðàâèë âèñíîâóâàííÿ) ïîâíà, òàê ùî ôàêòè÷íî
âñi ëîãi÷íi ôîðìóëè, ÿêi ïðàâèëüíi äëÿ êîæíî¨ îáëàñòi iíäèâiäiâ, ìîæíà âèâåñòè ç
íèõ, âñå ùå çàëèøà¹òüñÿ íåðîçâ'ÿçàíèì ïèòàííÿì."

Ñàìå íà öå çàïèòàííÿ âiäïîâiâ �åäåëü ó 1930ð. Âií âñòàíîâèâ: Äëÿ êîæíî¨ ôîð-
ìóëè A ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó A äîâiäíà â íüîìó àáî A íå çíà÷óùà
â îáëàñòi {0, 1, 2, . . .} íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (i òîìó íå çàãàëüíîçíà÷óùà).

Îòîæ, ÿêùî A çàãàëüíîçíà÷óùà, òî äðóãà àëüòåðíàòèâà �åäåëÿ âèêëþ÷åíà, i A
äîâiäíà. Öå âiäïîâiäà¹ íà ïèòàííÿ Ãiëüáåðòà i Àêåðìàíà ñòâåðäíî.
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Ãîâîðèòèìåìî, ùî ôîðìóëà A (àáî äåêiëüêà ôîðìóë îäíî÷àñíî) çàäîâîëüíþ-
âàíà ó äàíié îáëàñòi D, ÿêùî A çàäîâîëüíÿ¹òüñÿ (âñi ôîðìóëè çàäîâîëüíÿþòüñÿ),
òîáòî ðîáèòüñÿ iñòèííîþ äåÿêèì ïðèïèñóâàííÿì â D. Òîäi A-çàäîâîëüíþâàíà-â-D
åêâiâàëåíòíî äî ¬A-íå ìà¹ ñèëè-â-D.

Òåïåð, ÿêùî A çàäîâîëüíþâàíà ó äåÿêié îáëàñòi D, òî ¬A íå ìà¹ ñèëè ó öié
îáëàñòi D, òîìó ¬A íå ìà¹ ñèëè, òîìó ¬A íå äîâiäíà (çà ïðàâèëüíiñòþ ÷èñëåííÿ
ïðåäèêàòiâ), òîìó çà ðåçóëüòàòîì �åäåëÿ, çàñòîñîâàíèì äî ¬A, ¬A íå ìà¹ ñèëè â
{0, 1, 2, . . .}, òîìó A çàäîâîëüíþâàíà â {0, 1, 2, . . .}. Öå òåîðåìà Ëüîâåíãåéìà (1915).

Ïåðåôîðìóëþ¹ìî òåîðåìó ïîâíîòè äëÿ ¬A: Àáî ¬A íå ìà¹ ñèëè (òîáòî A çà-
äîâîëüíþâàíà) â {0, 1, 2, . . .}, àáî ¬A äîâiäíà (åêâiâàëåíòíî, ñóïåðå÷íiñòü ìîæíà
âèâåñòè iç A).

�åäåëü ðîçãëÿíóâ òàêîæ âèïàäîê íåñêií÷åííî¨ êîëåêöi¨ ôîðìóë {A0, A1, A2, . . .}
çàìiñòü îäíî¨ ôîðìóëè. Ðåçóëüòàò ïðîñòî ïðèõîäèòü ç ïiäñòàíîâêè {A0, A1, A2, . . .}
çàìiñòü A ó ïîïåðåäí¹ òâåðäæåííÿ, i çàçíà÷àþ÷è, ùî ÿêùî ñóïåðå÷íiñòü âèâîäè-
òüñÿ iç ôîðìóë A0, A1, A2, . . . , òî ëèøå ñêií÷åííå ÷èñëî ¨õ ìîæå áðàòè ó÷àñòü ó
äàíîìó âèñíîâóâàííi ñóïåðå÷íîñòi. Îòîæ: Àáî ôîðìóëè A0, A1, A2, . . . îäíî÷àñíî
çàäîâîëüíþâàíi â {0, 1, 2, . . .}, àáî äëÿ äåÿêî¨ ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè {Ai1 , . . . , Ain}
ç íèõ ¬(Ai1& . . .&Ain) äîâiäíà (i çâiäñè, çàãàëüíîçíà÷óùà, òîìó Ai1 , . . . , Ain íå ¹
îäíî÷àñíî çàäîâîëüíþâàíi ó áóäü-ÿêié îáëàñòi).

Òåïåð, ÿêùî ôîðìóëè êîæíî¨ ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè {A0, A1, A2, . . .} îäíî÷à-
ñíî çàäîâîëüíþâàíi ó âiäïîâiäíié îáëàñòi, òî äðóãà àëüòåðíàòèâà âèùå âèêëþ÷åíà,
òîìó âñi ôîðìóëè îäíî÷àñíî çàäîâîëüíþâàíi (öåé ðåçóëüòàò íàçèâà¹òüñÿ "êîìïà-
êòíiñòþ"), íàñïðàâäi â îáëàñòi {0, 1, 2, . . .} (òåîðåìà Ëüîâåíãåéìà-Ñêîëåìà). Ñêî-
ëåì ó 1920ð., êðiì çàïîâíåííÿ ïðîãàëèíè ó ìiðêóâàííi Ëüîâåíãåéìà (1915), äîäàâ
âèïàäîê íåñêií÷åííî¨ êiëüêîñòi ôîðìóë.

Öi ðåçóëüòàòè ïðî çàäîâîëüíþâàíiñòü, ïî¹äíàíi iç òåîðåìîþ ïðî ïîâíîòó ó òðà-
êòóâàííi �åäåëÿ, ìàþòü ó ïåâíèõ âèïàäêàõ äèâíi íàñëiäêè, êîëè ìè ìà¹ìî íàìið
âèêîðèñòàòè êîëåêöiþ ôîðìóë ÿê àêñiîì, ùîá îõàðàêòåðèçóâàòè ìàòåìàòè÷íó ñè-
ñòåìó îá'¹êòiâ. Ðîáëÿ÷è òàê, ôîðìóëè íå ïîâèííi áóòè ëîãi÷íèìè àêñiîìàìè, à ðàä-
øå ìàòåìàòè÷íèìè àêñiîìàìè, ÿêi çàïëàíîâàíi áóòè iñòèííèìè, äëÿ çàäàíî¨ îáëàñòi
D òà ïðèïèñóâàííÿ ïðåäèêàòiâ íàä D ïðåäèêàòíèì ñèìâîëàì, òî÷íî òîäi, êîëè D i
ïðåäèêàòè ìàþòü òó ñòðóêòóðó, ÿêó ìè õî÷åìî, ùîá ñèñòåìà ìàëà. Ùîá çàñòîñóâà-
òè ïðîöåñ îöiíþâàííÿ ÿê i çàïëàíîâàíî, ïðèïóñòèìî, ùî àêñiîìè çàìêíåíi, òîáòî
íå ìàþòü âiëüíèõ çìiííèõ.

Âèêîðèñòîâóþ÷è ñèìâîëiçì ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ, ùîá ñôîðìóëþâàòè ìàòåìà-
òè÷íi àêñiîìè, ìè çâè÷àéíî õî÷åìî çàñòîñóâàòè ïðåäèêàòíèé ñèìâîë E(a, b) ç íà-
ìiðîì âèðàæàòè a = b. Òîäi äëÿ íàøîãî ïðîöåñó îöiíþâàííÿ ìè çàöiêàâëåíi òiëüêè
ó ïðèïèñóâàííÿõ, ùî äàþòü E(a, b) çíà÷åííÿ a = b, òîáòî ùî ðîáëÿòü E(a, b) iñòèí-
íèì òî÷íî òîäi, êîëè a i b ìàþòü çíà÷åííÿì òîé ñàìèé ÷ëåí D. Äîäàþ÷è äåÿêi
âiäïîâiäíi àêñiîìè äî ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ äëÿ öüîãî âèïàäêó, äiñòàþòü ÷èñëåííÿ
ïðåäèêàòiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó iç ðiâíiñòþ. �åäåëü çàïðîïîíóâàâ äîäàòêîâå ìiðêó-
âàííÿ, ùî ïðèñòîñóâàëî éîãî òðàêòóâàííÿ äëÿ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ äî ÷èñëåííÿ
ïðåäèêàòiâ iç ðiâíiñòþ, iç "îáëàñòþ {0, 1, 2, . . .}", çàìiíåíîþ ó éîãî âèñíîâêàõ íà
"{0, 1, 2, . . .} àáî íåïîðîæíþ ñêií÷åííó îáëàñòü".

Êàíòîð ó 1874ð. âñòàíîâèâ, ùî ìíîæèíà âñiõ ïiäìíîæèí íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
{0, 1, 2, . . .} (àáî ìíîæèíà ìíîæèí íàòóðàëüíèõ ÷èñåë) ¹ ÷èñëåííiøîþ, àáî ìà¹
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áiëüøå êàðäèíàëüíå ÷èñëî, íiæ ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ùîá ïîÿñíèòè öå,
îãëÿíåìî äåÿêi ïîíÿòòÿ êàíòîðiâñüêî¨ òåîði¨ ìíîæèí. Âií ïèñàâ ó 1895ð.: "Ïiä 'ìíî-
æèíîþ' ðîçóìi¹ìî áóäü-ÿêó êîëåêöiþ M âèçíà÷åíèõ äîáðå ðîçðiçíþâàíèõ îá'¹êòiâ
m íàøîãî ñïðèéíÿòòÿ àáî íàøî¨ äóìêè (ÿêi íàçèâàþòüñÿ 'åëåìåíòàìè' [àáî '÷ëå-
íàìè'] M) â îäíå öiëå". Ìíîæèíà N ¹ ïiäìíîæèíîþ ìíîæèíè M , ÿêùî êîæíèé
÷ëåí N ¹ ÷ëåíîì M . Íàïðèêëàä, ìíîæèíà {0, 1, 2} iç òðüîìà ïîêàçàíèìè ÷ëåíà-
ìè ìà¹ íàñòóïíi 8 (= 23) ïiäìíîæèíè: {0, 1, 2}, {1, 2}, {0, 2}, {0, 1}, {0}, {1}, {2}, {}.
Êàíòîð äîâiâ, ùî íåìà¹ ñïîñîáó ïàðóâàííÿ âñiõ ìíîæèí íàòóðàëüíèõ ÷èñåë (òîáòî
âñiõ ïiäìíîæèí íàòóðàëüíèõ ÷èñåë) iç íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè, òàê ùî îäíà ïiä-
ìíîæèíà ñïàðîâàíà ç 0, iíøà ç 1, ùå iíøà ç 2, i ò.ä., ïðè÷îìó êîæíå íàòóðàëüíå
÷èñëî âèêîðèñòàíî òî÷íî ðàç. Ìíîæèíè ìàþòü òå ñàìå êàðäèíàëüíå ÷èñëî, ÿêùî
¨õ ìîæíà òàê ñïàðóâàòè îäíà ç îäíîþ, àáî æ âñòàíîâëåíî "âçà¹ìíî-îäíîçíà÷íó âiä-
ïîâiäíiñòü". Ïîçíà÷àþ÷è êàðäèíàëüíå ÷èñëî íàòóðàëüíèõ ÷èñåë ℵ0 i ïðèéìàþ÷è
2ℵ0 ÿê ïîçíà÷åííÿ äëÿ êàðäèíàëà ìíîæèí íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, îòîæ, 2ℵ0 ̸= ℵ0. Àëå
íàòóðàëüíi ÷èñëà ìîæíà ñïàðóâàòè iç ïiäìíîæèíîþ ìíîæèí íàòóðàëüíèõ ÷èñåë
(ñïðàâäi, ç îäèíè÷íèìè ìíîæèíàìè {0}, {1}, {2}, ..., êîæíà ç ÿêèõ ìà¹ ïî îäíîìó
÷ëåíó), òîìó ìè ïèøåìî 2ℵ0 > ℵ0.

Ìíîæèíè, ÿêi ¹ ñêií÷åííi àáî ìàþòü êàðäèíàë ℵ0, íàçèâàþòüñÿ çëi÷åííèìè,
iíøi ìíîæèíè � íåçëi÷åííèìè. Äiéñíi ÷èñëà (ùî âiäïîâiäàþòü òî÷êàì íà ïðÿìié)
ìàþòü òîé ñàìèé êàðäèíàë 2ℵ0 , ùî é ìíîæèíà íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Ìîâ÷êè ïðèïóñêàëîñÿ äëÿ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó (áåç àáî iç
ðiâíiñòþ), ùî äîçâîëåíî òiëüêè çëi÷åííó êîëåêöiþ çìiííèõ i ïðåäèêàòíèõ ñèìâîëiâ.
Öå òÿãíå, ùî iñíó¹ òiëüêè çëi÷åííà êîëåêöiÿ ôîðìóë.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî ìè õî÷åìî çàïèñàòè ñïèñîê ôîðìóë A0, . . . , An àáî
A0, A1, A2, . . . ó ÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó iç ðiâíiñòþ, ùîá âîíè ñëó-
æèëè ÿê àêñiîìè, ùî õàðàêòåðèçóþòü ìíîæèíè ó ïåâíié âåðñi¨ êàíòîðîâî¨ òåîði¨
ìíîæèí. Ïðèïóñêàþ÷è, ùî àêñiîìè çàäîâîëåíi ó ïåâíié îáëàñòi D ("ìíîæèíè" ó
òié âåðñi¨ êàíòîðîâî¨ òåîði¨ ìíîæèí) äåÿêèì ïðèïèñóâàííÿì (çðîçóìiëèì ó òié òå-
îði¨), ç òåîðåìè Ëüîâåíãåéìà-Ñêîëåìà âèïëèâà¹, ùî âîíè çàäîâîëüíþâàíi òàêîæ
ó çëi÷åííié îáëàñòi {0, 1, 2, . . .}! (Öå î÷åâèäíî, ùî âîíè íå çàäîâîëüíþâàíi ó ñêií-
÷åííié îáëàñòi.) Òîáòî ìîæíà òàê iíòåðïðåòóâàòè àêñiîìè, ùî ìíîæèíà çíà÷åíü
çìiííèõ â íèõ óòâîðþ¹ çëi÷åííó êîëåêöiþ, âñóïåðå÷ òåîðåìi Êàíòîðà, çà ÿêîþ ïiä-
ìíîæèíè {0, 1, 2, . . .} (ÿêi ¹ ñåðåä ìíîæèí äëÿ öi¹¨ òåîði¨) óòâîðþþòü íåçëi÷åííó
êîëåêöiþ. Öå ïàðàäîêñ Ñêîëåìà (1923). Âií íå ¹ ïðÿìîþ ñóïåðå÷íiñòþ; âií ïîêàçó¹
òiëüêè òå, ùî íàì íå âäàëîñÿ îõàðàêòåðèçóâàòè íàøèìè àêñiîìàìè ñèñòåìó âñiõ
ìíîæèí äëÿ òåîði¨ Êàíòîðà, ÿê ìè õîòiëè.

Ïðèïóñòèìî çàìiñòü öüîãî, ùî ìè õî÷åìî, ùîá ñïèñîê ôîðìóë A0, A1, A2, . . . ó
÷èñëåííi ïðåäèêàòiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó iç ðiâíiñòþ ñëóæèâ ÿê àêñiîìè, ùî õàðàêòå-
ðèçóþòü ñèñòåìó íàòóðàëüíèõ ÷èñåë 0, 1, 2, . . . Ñêîëåì ó 1933 i 1934ð. ïîêàçàâ, ùî
ìè íå ìîæåìî äîñÿãòè â öüîìó óñïiõó. Âií ïîáóäóâàâ òàê çâàíi "íåñòàíäàðòíi ìîäåëi
àðèôìåòèêè" � ìàòåìàòè÷íi ñèñòåìè, ùî çàäîâîëüíÿþòü âñi àêñiîìè A0, A1, A2, . . .
(àáî, íàñïðàâäi, âñi ôîðìóëè, ÿêi iñòèííi â àðèôìåòèöi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë), àëå
ç âiäìiííîþ ñòðóêòóðîþ (ÿê êàæóòü ìàòåìàòèêè, íåiçîìîðôíîþ äî íàòóðàëüíèõ
÷èñåë). Ôàêòè÷íî, ÿê, çäà¹òüñÿ, âïåðøå çàóâàæèâ Õåíêií ó 1947ð., iñíóâàííÿ íå-
ñòàíäàðòíèõ ìîäåëåé àðèôìåòèêè ¹ íåãàéíèì íàñëiäêîì ÷àñòèíè ïðî êîìïàêòíiñòü
òåîðåìè �åäåëÿ ïðî ïîâíîòó äëÿ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ iç ðiâíiñòþ.
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Ïåðåä òèì, ÿê äàòè äîâåäåííÿ Õåíêiíà, çàóâàæèìî, ùî ìîæíà çáiëüøèòè êëàñ
ôîðìóë äëÿ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó iç ðiâíiñòþ, äîçâîëÿþ÷è iíäèâi-
äíi ñèìâîëè i, j, k, . . ., ÿêi äëÿ áóäü-ÿêîãî ïðèïèñóâàííÿ â îáëàñòi D ¹ çàäàíèìè ÷ëå-
íàìè D ÿê ¨õíiìè çíà÷åííÿìè, i ôóíêöiéíi ñèìâîëè f, g, h, . . ., äå, íàïðèêëàä, ÿêùî
f ¹ ñèìâîëîì äëÿ äâîìiñíî¨ ôóíêöi¨, ¨¨ iíòåðïðåòàöi¹þ â áóäü-ÿêîìó ïðèïèñóâàííi
¹ ôóíêöiÿ äâîõ çìiííèõ, ùî ïðîáiãàþòü D, i ÿêà íàáóâà¹ çíà÷åííÿ â D. Ïðèêëàäè,
ÿêi ïðèõîäÿòü â ãîëîâó äëÿ ñèñòåì àêñiîì äëÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ¹ 0 ÿê iíäèâiäíèé
ñèìâîë (iç ÷èñëîì 0 ÿê éîãî ñòàíäàðòíîþ iíòåðïðåòàöi¹þ), ′ ÿê îäíîìiñíèé ôóí-
êöiéíèé ñèìâîë (ùî òðåáà iíòåðïðåòóâàòè ÿê +1), òà + i × ÿê äâîìiñíi ôóíêöiéíi
ñèìâîëè (äëÿ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ). Òàêi ïðè¹äíàííÿ äî ñèìâîëiçìó íåñóòò¹âi. Ìè
ìîãëè áè åêâiâàëåíòíî âèêîðèñòîâóâàòè ïðåäèêàòíi ñèìâîëè Z(a), S(a, b), A(a, b, c)
i M(a, b, c), äå Z(a) ïðèéìà¹òüñÿ ÿê iñòèííèé òî÷íî òîäi, êîëè çíà÷åííÿì a iíäèâiäà
a ¹ 0; S(a, b), êîëè a+ 1 = b; A(a, b, c), êîëè a+ b = c; i M(a, b, c), êîëè ab = c. Òóò
"åêâiâàëåíòíî" îçíà÷à¹, ùî áóäü-ùî, ùî ìîæíà âèðàçèòè ç âèêîðèñòàííÿì iíäè-
âiäíèõ i ôóíêöiéíèõ ñèìâîëiâ, ìîæíà ïåðåôðàçóâàòè, âèêîðèñòîâóþ÷è ïðåäèêàòíi
ñèìâîëè (àëå çi çíà÷íîþ âòðàòîþ çðó÷íîñòi). Öå ïîêàçàíî ó Ãiëüáåðòà i Àêåðìàíà
(1934) i Êëiíi (1952).

Òåïåð âiçüìåìî çàïðîïîíîâàíèé ñïèñîê àêñiîì A0, A1, A2, . . . , ÿêi iñòèííi ïðè
iíòåðïðåòàöi¨ ñèñòåìîþ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. Ïðèïóñòèìî, ùî âîíè âêëþ÷àþòü (àáî,
ÿêùî íåîáõiäíî, äîäàìî äî íèõ) àêñiîìè ∀x(x′ ̸= 0) òà ∀x∀y(x′ = y′ → x = y).
Òåïåð ðîçãëÿíåìî çàìiñòü íüîãî ñïèñîê A0,¬i = 0, A1,¬i = 0′, A2,¬i = 0′′, . . ., äå i
� íîâèé iíäèâiäíèé ñèìâîë. Êîæíà ñêií÷åííà ïiäìíîæèíà öèõ ôîðìóë iñòèííà ïðè
iíòåðïðåòàöi¨ i íàòóðàëüíèì ÷èñëîì n, äëÿ ÿêîãî ¬i = 0(n) (iç n àêöåíòàìè íà 0) íå
çíàõîäèòüñÿ ó ïiäìíîæèíi. Òîìó çà êîìïàêòíiñòþ A0,¬i = 0, A1,¬i = 0′, A2,¬i =
0′′, . . . ¹ îäíî÷àñíî çàäîâîëüíþâàíi. Ëåãêî çðîçóìiòè, ùî çàäîâîëüíÿþ÷à ñèñòåìà
içîìîðôíà äî ñèñòåìè, â ÿêié 0,1,2,... ¹ çíà÷åííÿìè 0, 0′, 0′′, ... i çíà÷åííÿ i íå ¹
íàòóðàëüíèì ÷èñëîì � íåñòàíäàðòíà ìîäåëü àðèôìåòèêè.

Öi iëþñòðàöi¨ ïîêàçóþòü ñèëó òåîðåìè �åäåëÿ ïðî êîìïàêòíiñòü iç ¨¨ íàñëiäêàìè
ÿê iíñòðóìåíòó ó âèâ÷åííi ìîæëèâîñòåé äëÿ àêñiîìàòè÷íîãî çàñíîâóâàííÿ ðiçíèõ
ìàòåìàòè÷íèõ òåîðié. Ôàêòè÷íî íå òiëüêè òåîðåìà Ëüîâåíãåéìà-Ñêîëåìà áóëà âi-
äîìà ðàíiøå âiä 1930ð., àëå é áóëî çàóâàæåíî â ðåòðîñïåêòèâi, ùî êîìïàêòíiñòü ÷è-
ñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó ìîæíà âèâåñòè ÿê ëåãêèé íàñëiäîê ðåçóëüòàòó
Ñêîëåìà 1923ð. Âñå æ öÿ ìîæëèâiñòü íå áóëà ïîìi÷åíà ñàìèì Ñêîëåìîì; íàñïðàâ-
äi ïðîáëåìà ïîâíîòè âïåðøå áóëà ñôîðìóëüîâàíà ó Ãiëüáåðòà-Àêåðìàíà (1928).
Ñêîëåì ïðàöþâàâ iç ëîãiêîþ ðàäøå iíòó¨òèâíî, íiæ âèêîðèñòîâóþ÷è ÿâíî îïèñàíó
ìíîæèíó àêñiîì i ïðàâèë âèñíîâóâàííÿ. Òðàêòóâàííÿ �åäåëåì öi¹¨ ïðîáëåìè áóëî
çðîáëåíå áåç çíàííÿ Ñêîëåìà (1922), ÿêîãî Ãiëüáåðò i Àêåðìàí íå çãàäóþòü, i áóëî
ãîñòðèì, îäåðæàëî êîìïàêòíiñòü, i âêëþ÷àëî äîäàòêîâèé àðãóìåíò, ùîá çàñòîñóâà-
òè éîãî äî ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ iç ðiâíiñòþ.

2. Òåîðåìà ïðî íåïîâíîòó (1931)

Ðîçâèòîê Êàíòîðîì òåîði¨ ìíîæèí, ïî÷àòèé ó 1874ð., ïðèâiâ � ïî÷èíàþ÷è ç
1895ð. � äî âiäêðèòòÿ ïàðàäîêñiâ íèì ñàìèì, ×åçàði Áóðàëi-Ôîðòi, Áåðòðàíîì Ðàñ-
ñåëîì i Æóëåì Ðiøàðîì. Ñôîðìóëþ¹ìî òóò ïàðàäîêñ Ðàññåëà (ïðî iíøi äèâ. ïåð-
øèé ðîçäië òà êíèãó Êëiíi). Ðàññåë ðîçãëÿíóâ ìíîæèíó T âñiõ òèõ ìíîæèí, ÿêi íå
¹ ÷ëåíàìè ñàìèõ ñåáå, ÿêà, çäà¹òüñÿ, ïiäõîäèëà ïiä îçíà÷åííÿ Êàíòîðà ìíîæèíè,
ïðîöèòîâàíå âèùå. ×è T ¹ ÷ëåíîì T? Ó ñèìâîëàõ, ÷è T ∈ T? Ïðèïóñòèìî, ùî

97



T ∈ T ; òîäi çà îçíà÷åííÿì T íå T ∈ T (ó ñèìâîëàõ T ̸∈ T ) âñóïåðå÷ ïðèïóùåííþ.
Îòîæ, çà çâåäåííÿì äî ñóïåðå÷íîñòi T ̸∈ T . Ïîäiáíî, ïðèïóñêàþ÷è T ̸∈ T , äiñòà¹ìî
T ∈ T . Îòîæ, âèêîíóþòüñÿ T ̸∈ T i T ∈ T !

Ïîÿâà ïàðàäîêñiâ íàäàëà îñîáëèâîãî iìïóëüñó ðîçäóìàì ïðî îñíîâè ìàòåìàòèêè
ïîçà òèì, ùî âæå áóëè øèðîêi ïåðåôîðìóëþâàííÿ ðiçíèõ ãàëóçåé ìàòåìàòèêè ó
äåâ'ÿòíàäöÿòîìó ñòîði÷÷i. Íà ñåðåäèíó 1920-õ ðîêiâ âèíèêëè òðè ãîëîâíi øêîëè,
ïðî ÿêi òóò çíîâó çãàäà¹ìî, ùîá êðàùå çðîçóìiòè äîñÿãíåííÿ �åäåëÿ.

Ëîãiñòè÷íà øêîëà áóëà ïðåäñòàâëåíà Á. Ðàññåëîì i À. Óàéòõåäîì. Âîíà çàïðî-
ïîíóâàëà ïåðåòâîðèòè ìàòåìàòèêó â îáëàñòü ëîãiêè çãiäíî iç ëåéáíiöåâîþ (1666)
êîíöåïöi¹þ ëîãiêè ÿê íàóêè, ùî ìiñòèòü iäå¨ òà ïðèíöèïè, ùî ëåæàòü â îñíîâi âñiõ
iíøèõ íàóê. Âîíè çàïðîïîíóâàëè âèâåñòè ìàòåìàòèêó iç ëîãiêè, ïðîäîâæóþ÷è âiä
ðîáîòè Ôðå å, Äåäåêiíäà i Ïåàíî. Ùîá óíèêíóòè íîâèõ ïàðàäîêñiâ, Ðàññåë ñôîðìó-
ëþâàâ òåîðiþ òèïiâ (1908), ó ÿêié iíäèâiäè (àáî ïåðâiñíi îá'¹êòè, ÿêi íå ïiääàþòüñÿ
àíàëiçó) ïðèïèñàíi äî íàéíèæ÷îãî òèïó 0, âëàñòèâîñòi iíäèâiäiâ (àáî îäíîìiñíi ïðå-
äèêàòè íàä òèïîì 0) � äî òèïó 1, âëàñòèâîñòi îá'¹êòiâ òèïó 1 � äî òèïó 2, i ò.ä. Äî-
ñèòü âèçíà÷åíà ñòðóêòóðà áóëà ïðèïóùåíà äëÿ âñi¹¨ ñóêóïíîñòi ìîæëèâèõ îçíà÷åíü
îá'¹êòiâ çàäàíîãî òèïó. Äåäóêöiÿ íà öié áàçi äóæå âåëèêî¨ ïîðöi¨ iñíóþ÷î¨ ìàòåìà-
òèêè áóëà âèêîíàíà â ìîíóìåíòàëüíèõ Ïðèíöèïàõ Ìàòåìàòèêè (ÏÌ) Óàéòõåäà i
Ðàññåëà ó òðüîõ òîìàõ (1910, 1912, 1913).

Íi îäíà ç iíøèõ äâîõ øêië, iíòó¨öiîíiñòiâ i ôîðìàëiñòiâ, íå ïîãîäæóâàëàñü ïî-
÷èíàòè ç ëîãiêè, ùîá âèñíîâóâàòè íàéïðîñòiøi ÷àñòèíè ìàòåìàòèêè òàêi ÿê åëåìåí-
òàðíà òåîðiÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë 0,1,2,... . Ñïðàâäi, ìîæíà äîâåñòè, ùî ìàòåìàòè÷íi
êîíöåïöi¨ íà öüîìó ðiâíi âæå ïðèïóùåíi ó ôîðìóëþâàííi ëîãiêè iç òåîði¹þ òèïiâ.

Iíòó¨öiîíiñòñüêà øêîëà ïîõîäèòü âiä ñòàòòi Áðàóåðà (1908), ùî êðèòèêó¹ ïî-
øèðåíó "êëàñè÷íó" ëîãiêó i ìàòåìàòèêó. Áðàóåð äîâîäèâ, ùî êëàñè÷íà ëîãiêà i
ìàòåìàòèêà éäóòü ïîçà iíòó¨öiþ ó òðàêòóâàííi íåñêií÷åííèõ êîëåêöié ÿê ôàêòè÷íî
iñíóþ÷èõ. ßê ïðèêëàä, êîæíå iç íàòóðàëüíèõ ÷èñåë 0,1,2,... ¹ ñêií÷åííèì îá'¹êòîì;
àëå íåìà¹ îñòàííüîãî. Ìàòåìàòèêè ÷àñòî ìîæóòü âñòàíîâèòè, ùî âëàñòèâiñòþ âîëî-
äi¹ êîæíå íàòóðàëüíå ÷èñëî n, çà äîïîìîãîþ ìiðêóâàííÿ, ùî âêëþ÷à¹ ðîáîòó òiëüêè
iç íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè äî ïåâíî¨ òî÷êè, ÿêà çàëåæèòü âiä n (ìîæëèâî, ïðîñòî
iç ÷èñëàìè ≤ n). Îòîæ, íåñêií÷åííiñòü ¹ òiëüêè ïîòåíöiéíîþ íåñêií÷åííiñòþ (ãî-
ðèçîíò, âñåðåäèíi ÿêîãî ìè ïðàöþ¹ìî). Ç iíøîãî áîêó, áàãàòî iñíóþ÷î¨ êëàñè÷íî¨
ìàòåìàòèêè ìà¹ ñïðàâó iç íåñêií÷åííèìè êîëåêöiÿìè ÿê çàâåðøåíèìè àáî àêòó-
àëüíèìè íåñêií÷åííîñòÿìè. Äåÿêi ìiðêóâàííÿ iç íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè âèêîðè-
ñòîâóþòü àêòóàëüíó íåñêií÷åííiñòü; íàïðèêëàä, çàñòîñóâàííÿ çàêîíó âèêëþ÷åíîãî
ñåðåäíüîãî, òîáòî ùî äåÿêå íàòóðàëüíå ÷èñëî ìà¹ ïåâíó âëàñòèâiñòü P àáî ùî öå íå
âèêîíó¹òüñÿ (òîìó êîæíå íàòóðàëüíå ÷èñëî ìà¹ âëàñòèâiñòü íå-P ). Âèêîðèñòàííÿ
íåñêií÷åííèõ êîëåêöié ÿê àêòóàëüíèõ íåñêií÷åííîñòåé ïîøèðåíå ó çâè÷àéíié òåîði¨
äiéñíèõ ÷èñåë, ïðåäñòàâëåíèìè, ñêàæiìî, ç âèêîðèñòàííÿì íåñêií÷åííèõ äåñÿòêî-
âèõ äðîáiâ. Áðàóåð ó ñòàòòÿõ, ïî÷èíàþ÷è ç 1918ð. (âèñâiòëåíî ó Ãåéòiíãà 1971ð.),
çàïðîïîíóâàâ ïîäèâèòèñÿ, ÿê äàëåêî ìîæíà ïåðåðîçâèíóòè ìàòåìàòèêó, âèêîðèñòî-
âóþ÷è òiëüêè ìåòîäè, ùî âií ðîçãëÿäàâ ÿê âèïðàâäàíi iíòó¨öi¹þ: òîáòî ìåòîäè, ùî
âèêîðèñòîâóþòü òiëüêè ïîòåíöiéíi íåñêií÷åííîñòi, à íå àêòóàëüíi. Áðàóåð çìiã ïiòè
äîñèòü äàëåêî ó öüîìó íàïðÿìi êîøòîì ñóòò¹âî¨ çìiíè ïðåäìåòà âiä êëàñè÷íî¨ ôîð-
ìè, òèïîâèì ïðåäñòàâíèêîì ÿêî¨ ¹ êëàñè÷íèé àíàëiç, ÿêèé çâèêëè çàñòîñîâóâàòè
ôiçèêè.
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Ôîðìàëiñòè÷íà øêîëà áóëà çàïî÷àòêîâàíà Ãiëüáåðòîì ó 1904ð. Âií ðîçâèíóâ ¨¨
iç íèçêîþ ñïiâðîáiòíèêiâ ïiñëÿ 1920ð. Ãiëüáåðò ïîãîäæóâàâñÿ iç iíòó¨öiîíiñòàìè, ùî
áiëüøiñòü êëàñè÷íî¨ ìàòåìàòèêè éäå ïîçà iíòó¨òèâíó î÷åâèäíiñòü. Âií ðîçðiçíÿâ ó
ìàòåìàòèöi äiéñíi òâåðäæåííÿ, ÿêi ìàþòü iíòó¨òèâíèé çìiñò, i iäåàëüíi òâåðäæåí-
íÿ, ÿêi íå ìàþòü, àëå ó êëàñè÷íié ìàòåìàòèöi ïðè¹äíàíi äî äiéñíèõ, ùîá çðîáè-
òè ìàòåìàòè÷íi òåîði¨ ïðîñòiøèìè i âè÷åðïíiøèìè. Éîãî äiéñíi òâåðäæåííÿ � öå
òi, ùî âiäïîâiäàþòü âèêîðèñòàííþ íåñêií÷åííîñòi òiëüêè ïîòåíöiéíî, â òîé ÷àñ ÿê
àêòóàëüíà íåñêií÷åííiñòü âêëþ÷åíà â iäåàëüíi òâåðäæåííÿ. Àëå ðàäøå íiæ ïðîñòî
âiäìîâèòèñÿ âiä iäåàëüíèõ ÷àñòèí ìàòåìàòèêè, Ãiëüáåðò ìàâ iíøó ïðîïîçèöiþ.

Ìè áà÷èëè, ÿê ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó, ïiñëÿ òîãî, ÿê ëîãi÷íi
ïðîïîçèöi¨ âèðàæåíi ôîðìóëàìè ó òî÷íî ðåãóëüîâàíié ñèìâîëi÷íié ìîâi, áóëî îð-
ãàíiçîâàíå àêñiîìàòè÷íî-äåäóêòèâíèì ìåòîäîì. Óàéòõåä, Ðàññåë i Ãiëüáåðò ïðîïî-
íóâàëè çðîáèòè òå ñàìå äëÿ ìàòåìàòèêè çàãàëîì, òîáòî äëÿ ñàìèõ ìiöíèõ ïîðöié
ìàòåìàòèêè, ïîçáàâëåíèõ âiä ïàðàäîêñiâ. ßê ìè áà÷èëè, Óàéòõåä i Ðàññåë ïðîïîíó-
âàëè çðîáèòè âñå öå ëîãiêîþ, àëå íå ïðîñòî ëîãiêîþ ïåðøîãî ïîðÿäêó, âñåðåäèíi ÿêî¨
ïîâèííà áóòè âèçíà÷åíà ìàòåìàòèêà. Çàìiñòü öüîãî Ãiëüáåðò ïðîïîíóâàâ ïî÷èíàòè
iç ìàòåìàòè÷íèõ àêñiîì, à òàêîæ i ëîãi÷íèõ àêñiîì. Öå ìîæíà çðîáèòè ó ñèìâîëiçìi
÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó àáî âèêîðèñòîâóþ÷è ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ
äðóãîãî ïîðÿäêó (iç êâàíòóâàííÿì âëàñòèâîñòåé iíäèâiäiâ) àáî ÷èñëåííÿìè ùå âè-
ùèõ ïîðÿäêiâ. Ó äîâåäåííÿõ â ñèñòåìi, îäåðæàíié äîäàâàíÿì ìàòåìàòè÷íèõ àêñiîì
äî ëîãi÷íîãî àïàðàòó ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó (àáî, ÿê ìè áè íàçâà-
ëè ¨õ, "äåäóêöi¨" ëîãiêîþ iç ìàòåìàòè÷íèõ àêñiîì), ìè äîñëiäæó¹ìî ôîðìóëè, ÿêi
iñòèííi äëÿ êîæíî¨ îáëàñòi D i ïðèïèñóâàííÿ â D, ùî çàäîâîëüíÿþòü öi àêñiîìè.
Ñèìâîëi÷íà ìîâà âïåðøå âñòàíîâëåíà iç òî÷íî âèçíà÷åíèì ñèíòàêñèñîì (îòîæ, êëà-
ñîì ôîðìóë), à ïîòiì òî÷íî âèçíà÷åíèì ïîíÿòòÿì äîâåäåíü (ïî÷èíàþ÷è iç àêñiîì,
ëîãi÷íèõ àáî ìàòåìàòè÷íèõ, i çàñòîñóâàííÿì ïðàâèë âèñíîâóâàííÿ). Ðåçóëüòàò íàçè-
âàþòü ôîðìàëüíîþ ñèñòåìîþ. (×èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ïåðøîãî ïîðÿäêó, ÿê îïèñàíî
âèùå, ¹ ôîðìàëüíîþ ñèñòåìîþ ëèøå ç ëîãi÷íèìè àêñiîìàìè.)

Äëÿ Óàéòõåäà i Ðàññåëà íàøà âïåâíåíiñòü ó ðåçóëüòàòi � äåäóêöi¨ ìàòåìàòè-
êè âñåðåäèíi ÏÌ � ïîâèííà áóëà ñïèðàòèñÿ íà ïðàâèëüíîñòi ëîãi÷íèõ ïðèíöèïiâ,
âòiëåíèõ ó òié âåðñi¨ ëîãiêè, ùî îõîïëþ¹ òåîðiþ òèïiâ, iç ÿêî¨ âñå ðåøòà âèâîäèòüñÿ.

Ãiëüáåðò ïðîïîíóâàâ "ôîðìàëiçóâàòè" òó ÷è iíøó ìàòåìàòè÷íó òåîðiþ ó ôîð-
ìàëüíèõ ñèñòåìàõ i ñïîäiâàâñÿ ïðîäîâæèòè öå iç âñi¹þ ìàòåìàòèêîþ àæ äî äåÿêî¨
òî÷êè, ïîçáàâëåíî¨ çóñòði÷åé iç ïàðàäîêñàìè. Òèïîâî ôîðìàëiçîâàíà ìàòåìàòèêà
áóäå ÷àñòêîâî iäåàëüíîþ i òîìó íå ïiäòðèìóâàíîþ íàøèìè iíòó¨öiÿìè. Ïîòiì âií
õîòiâ ïîäèâèòñÿ íà òàêi ñèñòåìè ççîâíi. Ôîðìàëüíà ñèñòåìà, ùî áà÷èòüñÿ ïðîñòî
ÿê ¨¨ ñòðóêòóðà (îêðåìî âiä çíà÷åíü àáî ïðèïóùåíèõ çíà÷åíü, âèðàæåíèõ ñèìâîëà-
ìè, ÿêi ñïðÿìîâóþòü ïðàêòèêóþ÷îãî ìàòåìàòèêà) ¹ ñèñòåìîþ ñêií÷åííèõ îá'¹êòiâ:
ñèìâîëè (iç ùîíàéáiëüøå çëi÷åííî íåñêií÷åííî¨ êîëåêöi¨), ñêií÷åííi ïîñëiäîâíîñòi
ñèìâîëiâ (ïîäiáíi äî òèõ, ùî óòâîðþþòü ôîðìóëè) i ñêií÷åííi ïîñëiäîâíîñòi ñêií-
÷åííèõ ïîñëiäîâíîñòåé ñèìâîëiâ (ïîäiáíi äî òèõ, ùî óòâîðþþòü äîâåäåííÿ). Òîìó
¹ ìîæëèâiñòü çàñòîñóâàííÿ äî âèâ÷åííÿ ôîðìàëüíî¨ ñèñòåìè iíòó¨òèâíèõ ìåòîäiâ
ìiðêóâàííÿ ó äiéñíié ÷àñòèíi ìàòåìàòèêè (âèêîðèñòîâóþ÷è òiëüêè ïîòåíöiéíi íå-
ñêií÷åííîñòi), ÿêó Ãiëüáåðò íàçâàâ ôiíiòàðíîþ.

Çîêðåìà, Ãiëüáåðò ñïîäiâàâñÿ ôiíiòàðíèì ìiðêóâàííÿì äîâåñòè ñóìiñíiñòü êî-
æíî¨ iç éîãî ôîðìàëüíèõ ñèñòåì, òîáòî ùî íiÿêi äâà äîâåäåííÿ â íèõ íå ìîæóòü
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çàêií÷óâàòèñÿ ïàðîþ ñóïåðå÷ëèâèõ ôîðìóë A i ¬A. Öå áè ïîêàçàëî, ùî ìàòåìàòèêà,
ÿê âîíà áóëà ðîçâèíåíà êëàñè÷íî i ïðè¹äíóþ÷è iäåàëüíi òâåðäæåííÿ äî äiéñíèõ, íå
ïîòðàïëÿ¹ ó ïðîáëåìè. Îòîæ, Ãiëüáåðò ïðîïîíóâàâ äàòè ïåâíèé ñîðò âèïðàâäàííÿ
äëÿ êóëüòèâóâàííÿ òèõ ÷àñòèí êëàñè÷íî¨ ìàòåìàòèêè, ùî iíòó¨öiîíiñòè âiäêèäàëè.
Ìàòåìàòè÷íàó äèñöèïëiíó, ó ÿêié ôîðìàëüíi ñèñòåìè (ùî ÷àñòî âòiëþþòü iäåàëü-
íó ìàòåìàòèêó) âèâ÷àþòüñÿ ççîâíi ùîäî ¨õíüî¨ ñòðóêòóðè (íå ïðèéìàþ÷è äî óâàãè
çíà÷åííÿ ñèìâîëiâ) ÿê ÷àñòèíà äiéñíî¨ ìàòåìàòèêè, âèêîðèñòîâóþ÷è òiëüêè ôiíi-
òàðíi ìåòîäè, Ãiëüáåðò íàçâàâ òåîði¹þ äîâåäåíü àáî ìåòàìàòåìàòèêîþ. Äîêëàäíi
âèñâiòëåííÿ äèâ. ó Ãiëüáåðòà, Áåðíàéñà (1934, 1939) òà Êëiíi (1952).

Òåïåð ìè â ñòàíi çðîçóìiòè ðåçóëüòàòè �åäåëÿ. Çðîçóìiëî, ùî ìàþ÷è âòiëåíó
ïåâíó ÷àñòèíó ìàòåìàòèêè ó ôîðìàëüíié ñèñòåìi, ïèòàííÿ ïîâíîòè ïîñòà¹ ïðî-
ñòî, ÿê ìè áà÷èëè, äëÿ ôîðìàëüíî¨ ñèñòåìè ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ ïåðøîãî ïîðÿä-
êó. Òî÷íiøå, �åäåëü ðîçãëÿíóâ ôîðìàëüíi ñèñòåìè, ïîäiáíi äî òèõ iç ÏÌ i ñèñòåì,
ïîáóäîâàíèõ ôîðìàëiñòàìè, ùî ìàëè ìåòó ôîðìàëiçóâàòè ïðèíàéìíi ñòiëüêè ìà-
òåìàòèêè, ÿê åëåìåíòàðíà òåîðiÿ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. (Ôîðìàëüíà ñèñòåìà, ÿêà íå
ðîáèòü öüîãî, ñòàíîâèëà áè ðàäøå ìàëèé iíòåðåñ äëÿ ïðîãðàì ëîãiöèñòñüêî¨ i ôîð-
ìàëiñòñüêî¨ øêië.) Ó òàêié ñèñòåìi òâåðäæåííÿ åëåìåíòàðíî¨ òåîði¨ ÷èñåë ìîæíà
âèðàçèòè çàìêíåíèìè ôîðìóëàìè, òîáòî òàêèìè, ùî íå ìiñòÿòü âiëüíèõ çìiííèõ.
Ïîâíîòà òîäi îçíà÷àëà áè, ùî äëÿ êîæíî¨ çàìêíåíî¨ ôîðìóëè A àáî ñàìà A àáî
¨¨ çàïåðå÷åííÿ ¬A ¹ äîâiäíîþ. Òîáòî ùîá ñèñòåìà áóëà ïîâíîþ, äîâåäåííÿ ó öié
ñèñòåìi ïîâèííi çàáåçïå÷óâàòè âiäïîâiäü "òàê" (A äîâiäíà) àáî "íi" (¬A äîâiäíà)
íà áóäü-ÿêå çàïèòàííÿ ïðî íàòóðàëüíi ÷èñëà "×è ¹ òâåðäæåííÿ P iñòèííå?" òàêå,
ùî P ìîæíà âèðàçèòè ïðè çàïëàíîâàíîìó çíà÷åííi ñèìâîëiâ çàìêíåíîþ ôîðìó-
ëîþ A. Íàïðèêëàä, çi çìiííèìè, ùî ïðîáiãàþòü íàòóðàëüíi ÷èñëà, ÿêùî A(x, y) �
ôîðìóëà (ëèøå iç âiëüíèìè çìiííèìè x i y), ùî âèðàæà¹ x < y, îäíà iç äâîõ çà-
ìêíåíèõ ôîðìóë ∀x∃yA(x, y) i ¬∀x∃yA(x, y) ïîâèííà áóòè iñòèííîþ � íàñïðàâäi
ïåðøà ¹ � i âîíà ïîâèííà áóòè äîâiäíîþ, ÿêùî ôîðìàëüíà ñèñòåìà ïîâíà. Âiäêðèòi
ôîðìóëè ∃xA(x, y) i ¬∀x∃yA(x, y) ó çâè÷àéíîìó âèêîðèñòàííi ñèíîíiìi÷íi iç ¨õíiìè
çàìèêàííÿìè ∀y∃xA(x, y) i ∀y¬∃xA(x, y) i æîäíà ç íèõ íå ¹ iñòèííîþ.

Ïåðøà òåîðåìà �åäåëÿ ïðî íåïîâíîòó (1931) � âiäîìà ïðîñòî ÿê òåîðåìà �åäå-
ëÿ � ãîâîðèòü, ùî ôîðìàëüíà ñèñòåìà S, ïîäiáíà äî îïèñàíî¨, ÿêùî ïðàâèëüíà, ¹
íåïîâíîþ. Â S íåìà¹ çàìêíåíî¨ ôîðìóëè G òàêî¨, ùî ÿêùî â S òiëüêè iñòèííi
ôîðìóëè äîâiäíi, òî íi G, íi ¬G íå ¹ äîâiäíîþ â S (õî÷à íàñïðàâäi ïðè çàïëàíîâàíié
iíòåðïðåòàöi¨ G iñòèííà).

Ùîá ñêàçàòè òî÷íiøå ïðî ïðèïóùåííÿ ïðàâèëüíîñòi, ïðèéìåìî äî óâàãè ôîðìó
G, ÿêà ¹ ∀xA(x), äå äëÿ iíòåðïðåòàöi¨ çàïëàíîâàíîþ ìíîæèíîþ çíà÷åíü çìiííî¨ x
¹ íàòóðàëüíi ÷èñëà. Òóò A(x) � ôîðìóëà iç íàñòóïíîþ âëàñòèâiñòþ. Ïiäñòàâèìî â
A(x) çàìiñòü âiëüíèõ ïîÿâ çìiííî¨ x ïîñëiäîâíî âèðàçè (ùî íàçèâàþòüñÿ öèôðàìè)
0, 0′, 0′′, . . . ,x, . . ., ÿêi âèðàæàþòü íàòóðàëüíi ÷èñëà 0, 1, 2, . . . , x, . . .. Ïîçíà÷à¹ìî öè-
ôðó äëÿ x ÷åðåç x i çàïèñó¹ìî ðåçóëüòàò ïiäñòàíîâêè ÿê "A(x)". Äëÿ êîæíîãî x
îäíà iç ôîðìóë A(x) i ¬A(x) äîâiäíà. Ïðèïóùåííÿ ïðàâèëüíîñòi, ÿêå çðîáèâ �å-
äåëü, â òîìó, ùî íi äëÿ îäíî¨ ôîðìóëè A(x) i íàòóðàëüíî-÷èñëîâî¨ çìiííî¨ x íåìà¹
äîâåäåíü â S âñiõ A(0), A(1), A(2), . . . , A(x), . . . i òàêîæ ¬∀xA(x). Öå ïðèïóùåííÿ
âií íàçâàâ ω-ñóìiñíiñòþ. (Ïðîñòà) ñóìiñíiñòü � öå âëàñòèâiñòü, ùî íi äëÿ îäíî¨
ôîðìóëè A íåìà¹ äîâåäåíü îáîõ A i ¬A. Çàñòîñîâóþ÷è ω-ñóìiñíiñòü äî ∀xA, äå x �
çìiííà, ùî íå ç'ÿâëÿ¹òüñÿ âiëüíî â A, ω-ñóìiñíiñòü òÿãíå ïðîñòó ñóìiñíiñòü. Ïåðå-
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ôîðìóëüîâóþ÷è òåîðåìó �åäåëÿ iç öi¹þ òåðìiíîëîãi¹þ: ßêùî S ω-ñóìiñíà, òî âîíà
(ïðîñòî) íåïîâíà, òîáòî iñíó¹ çàìêíåíà ôîðìóëà G òàêà, ùî íi G, íi ¬G íå ¹
äîâiäíà â S (ïðîòå G iñòèííà).

ßê öå ìîæå áóòè? Ôóíäàìåíòàëüíèé ôàêò ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî ïðàöþþ÷è iç
ôîðìàëüíîþ ñèñòåìîþ (îêðåìî âiä ¨¨ iíòåðïðåòàöi¨), îá'¹êòè, iç ÿêèìè ìè ìà¹ìî
ñïðàâó (ñèìâîëè iç ñêií÷åííî¨ àáî çëi÷åííî íåñêií÷åííî¨ êîëåêöi¨, ñêií÷åííi ïîñëi-
äîâíîñòi (ïîÿâ) öèõ ñèìâîëiâ i ñêií÷åííi ïîñëiäîâíîñòi òàêèõ ñêií÷åííèõ ïîñëiäîâ-
íîñòåé) óòâîðþþòü çëi÷åííî íåñêií÷åííó êîëåêöiþ ëiíãâiñòè÷íèõ îá'¹êòiâ. Ïàðóþ-
÷è ¨õ îäèí-äî-îäíîãî iç íàòóðàëüíèìè ÷èñëàìè àáî âèêîðèñòîâóþ÷è äåÿêèé iíøèé
ìåòîä àñîöiþâàííÿ ðiçíèõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë iç íèìè (ÿê çðîáèâ �åäåëü), êîæíèé
îá'¹êò ôîðìàëüíî¨ ñèñòåìè ïðåäñòàâëåíèé ÷èñëîì, ùî òåïåð íàçèâà¹òüñÿ  åäåëå-
âèì ÷èñëîì. Òîìó íàñïðàâäi, îñêiëüêè ôîðìàëüíà ñèñòåìà S àäåêâàòíà äëÿ ïåâíî¨
÷àñòèíè åëåìåíòàðíî¨ òåîði¨ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ìè ìîæåìî âèðàçèòè â S òâåðäæå-
ííÿ, ÿêi  åäåëåâèìè ÷èñëàìè ôàêòè÷íî ãîâîðÿòü ðå÷i ïðî ñàìó ñèñòåìó S. �åäåëü
âèíàõiäëèâî ïîáóäóâàâ ñâî¹ G ó âèãëÿäi ∀xA(x), äå A(x) âèðàæà¹ "x íå ¹  åäåëå-
âèì ÷èñëîì äîâåäåííÿ ôîðìóëè iç ïåâíèì ôiêñîâàíèì  åäåëåâèì ÷èñëîì p" i p ¹
 åäåëåâèì ÷èñëîì ñàìî¨ ôîðìóëè G! Îòîæ, G ãîâîðèòü "Êîæíèé x íå ¹  åäåëåâèì
÷èñëîì ìîãî äîâåäåííÿ" àáî ïðîñòî "ß íåäîâiäíà". Òîìó, ÿêùî áè G áóëà äîâiäíîþ,
G áóëà áè õèáíîþ. Òîìó (ïðèïóñêàþ÷è ïðàâèëüíiñòü) G íåäîâiäíà; çâiäñè (çà òèì,
ùî ãîâîðèòü G) G iñòèííà; i çâiäñè (ïðèïóñêàþ÷è ïðàâèëüíiñòü) ¬G òàêîæ íåäî-
âiäíà. Ëåãêî ïiäòâåðäèòè, ùî ω-ñóìiñíîñòi äîñòàòíüî ÿê ïðèïóùåííÿ ïðàâèëüíîñòi
ó âèñíîâêó, ùî ¬G íåäîâiäíà, i ïðîñòî ñóìiñíîñòi ó âèñíîâêó, ùî G íåäîâiäíà.

�åäåëåâà ôîðìóëà G, ÿêà ãîâîðèòü "ß íåäîâiäíà", ¹ àäàïòàöi¹þ äàâíüîãî ïàðà-
äîêñó áðåõóíà. Êðiòÿíèí Åïiìåíiä (6-å ñò. äî í.å.) ñêàçàâ: "Êðiòÿíè çàâæäè áðåõó-
íè". ßêùî áè öå áóëà ¹äèíà ði÷, ùî ñêàçàâ Åïiìåíiä, ÷è ìîãëî áè öå áóòè iñòèííèì?
×è õèáíèì? Âiçüìåìî âåðñiþ Åâáóëiäà (4-å ñò. äî í.å.) i ïðèïóñòèìî, ùî îñîáà êàæå:
"Òâåðäæåííÿ, ÿêå ÿ òåïåð âèñëîâëþþ, õèáíå". ßêùî öå òâåðäæåííÿ õèáíå, òî çà
òèì, ùî âîíî ãîâîðèòü âîíî iñòèííå; i íàâïàêè. Ïiäñòàíîâêà �åäåëåì "íåäîâiäíèé"
çàìiñòü "õèáíèé" óíèêà¹ ïàðàäîêñó, òîìó ùî òâåðäæåííÿ i éîãî çàïåðå÷åííÿ îáèäâà
ìîæóòü áóòè íåäîâiäíèìè (â òîé ÷àñ ÿê âîíè îáèäâà íå ìîæóòü áóòè õèáíèìè).

Òåîðåìà �åäåëÿ áóëà ïîëiïøåíà ó äâîõ âiäíîøåííÿõ. Ðîññåð (1936ð.), âèêî-
ðèñòîâóþ÷è òðîøêè ñêëàäíiøó ôîðìóëó, íiæ  åäåëåâà G, çàìiíèâ ïðèïóùåííÿ
ω-ñóìiñíîñòi ïðèïóùåííÿì ïðîñòî¨ ñóìiñíîñòi. Iíøå ïîëiïøåííÿ, ùî ïîÿñíþ¹òüñÿ
íèæ÷å, ïîâ'ÿçàíå iç ðîçâèòêîì, ÿêèé ìàâ ìiñöå íåçàëåæíî âiä �åäåëÿ (1931) i ¹ òàê
ñàìî âàæëèâèì.

Ïðèíàéìíi âiä Åâêëiäà ó 4 ñò. äî í.å. ìàòåìàòèêè âèçíàëè, ùî äëÿ äåÿêèõ ôóí-
êöié i ïðåäèêàòiâ âîíè ìàþòü "àëãîðèòìè". Àëãîðèòì � öå ïðîöåäóðà, îïèñàíà
íàïåðåä, òàêà, ùî ÿê òiëüêè âèáðàíî çíà÷åííÿ äëÿ çìiííî¨ àáî âiäïîâiäíå çíà÷å-
ííÿ äëÿ êîæíî¨ çìiííî¨ äàíî¨ ôóíêöi¨ (àáî ïðåäèêàòà), ïðîöåäóðà çàñòîñó¹òüñÿ i
äàñòü çìîãó çà ñêií÷åííó êiëüêiñòü êðîêiâ çíàéòè âiäïîâiäíå çíà÷åííÿ ôóíêöi¨ (àáî
âèðiøèòè iñòèííiñòü ÷è õèáíiñòü âiäïîâiäíîãî çíà÷åííÿ ïðåäèêàòà).

Ó 1930-õ ðîêàõ çàãàëüíà êîíöåïöiÿ "àëãîðèòìó" áóëà óâàæíî âèâ÷åíà i ×åð÷ ó
1936ð. çàïðîïîíóâàâ âiäîìó òåçó ("òåçà ×åð÷à" àáî "òåçà ×åð÷à-Òþðií à"). Âîíà
ñòâåðäæó¹, ùî âñi ôóíêöi¨ íàòóðàëüíèõ ÷èñëîâèõ çìiííèõ, äëÿ ÿêèõ ¹ "àëãîðè-
òìè", àáî ó ôðàçåîëîãi¨ ×åð÷à ¹ "åôåêòèâíî îá÷èñëþâàíi", íàëåæàòü äî ïåâíîãî
êëàñó òàêèõ ôóíêöié, äëÿ ÿêèõ ïðîòÿãîì 1932-34ðð. áóëè ñôîðìóëüîâàíi äâà åêâi-
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âàëåíòíi òî÷íi îïèñè. Òþðií  ó 1937ð. íåçàëåæíî âiä ×åð÷à ïðèéøîâ äî òîãî ñàìî-
ãî âèñíîâêó, âèêîðèñòîâóþ÷è òðåò¹ åêâiâàëåíòíå ôîðìóëþâàííÿ, à ñàìå ôóíêöi¨,
îá÷èñëþâàíi iäåàëiçîâàíîþ îá÷èñëþâàëüíîþ ìàøèíîþ (âiëüíîþ âiä ïîìèëîê i áåç
îáìåæåíü íà êiëüêiñòü ¨¨ ¹ìíîñòi ÷è "ïàì'ÿòi") ïåâíîãî ñîðòó, ùî íàçèâà¹òüñÿ òåïåð
"ìàøèíîþ Òþðií à". Òåçà çàñòîñîâó¹òüñÿ äî ïðåäèêàòiâ, òîìó ùî ïðåäèêàò ìîæíà
çîáðàçèòè ôóíêöi¹þ, ùî íàáóâà¹ çíà÷åííÿ 0, êîëè çíà÷åííÿ ïðåäèêàòà iñòèííå, i 1,
êîëè õèáíå.

ßê ïèñàâ Òþðií  (1937ð.): "äîñÿãàþòüñÿ âèñíîâêè, ÿêi ïîâåðõíåâî ïîäiáíi äî âè-
ñíîâêiâ �åäåëÿ ó 1931ð." �åäåëü ïîêàçàâ iñíóâàííÿ ó ïåâíèõ ôîðìàëüíèõ ñèñòåìàõ
S "ôîðìàëüíî íåâèðiøóâàíèõ òâåðäæåíü", òîáòî òâåðäæåíü, äëÿ ÿêèõ ñèñòåìà S
íå âèðiøó¹ iñòèííîñòi ÷è õèáíîñòi, ïðîäóêóþ÷è äîâåäåííÿ A àáî ¬A, äå A � ôîðìó-
ëà, ùî âèðàæà¹ òâåðäæåííÿ ó ñèìâîëiçìi S. ×åð÷ (1936) i Òþðií  (1937) ïîêàçàëè
iñíóâàííÿ "iíòó¨òèâíî íåâèðiøóâàíèõ ïðåäèêàòiâ", òîáòî ïðåäèêàòiâ, äëÿ ÿêèõ íå-
ìà¹ "ïðîöåäóðè âèðiøåííÿ" àáî "åôåêòèâíîãî ïðîöåñó" àáî "àëãîðèòìó", ÿêèì äëÿ
êîæíîãî çíà÷åííÿ çìiííî¨ ìîæåìî âèðiøèòè, ÷è ðåçóëüòóþ÷å òâåðäæåííÿ iñòèííå
÷è õèáíå.

Ó 1936, 1943, 1952ðð. Êëiíi âñòàíîâèâ çâ'ÿçîê ìiæ öèìè äâîìà ðîçâèòêàìè. Ôóí-
äàìåíòàëüíîþ ìåòîþ âèêîðèñòàííÿ ôîðìàëüíèõ ñèñòåì (ÿê âäîñêîíàëåííÿ àêñiî-
ìàòè÷íî-äåäóêòèâíîãî ìåòîäó, ùî ïðèéøîâ äî íàñ âiä Ïiôàãîðà i Åâêëiäà ç 6-4 ñò.
äî í.å.) ¹ óñóíåííÿ âñi¹¨ íåïåâíîñòi ïðî òå, ÿêi òâåðäæåííÿ âèêîíóþòüñÿ ó äàíié
ìàòåìàòè÷íié òåîði¨. Ùîá ôîðìàëüíà ñèñòåìà ñëóæèëà öié ìåòi, ìóñèòü áóòè àëãî-
ðèòì, ÿêèì ìè ìîæåìî âèçíàòè, êîëè ìà¹ìî ïåðåä ñîáîþ äîâåäåííÿ ó ñèñòåìi. Êðiì
òîãî, ùîá ñèñòåìà ñëóæèëà ÿê ôîðìàëiçàöiÿ äàíî¨ òåîði¨, ìè ìóñèìî ìàòè äëÿ òâåð-
äæåíü, â ÿêèõ ìè çàöiêàâëåíi, àëãîðèòì, ùîá iäåíòèôiêóâàòè ôîðìóëè â ñèñòåìi,
ùî âèðàæàþòü òi òâåðäæåííÿ. Çâè÷àéíî, ìîæíà ïî÷àòè iç ôîðìóë ñèñòåìè, ÿêùî
âîíè ìàþòü íåçðîçóìiëó iíòåðïðåòàöiþ, i âçÿòè ÿê íàø êëàñ òâåðäæåíü òi, ùî âè-
ðàæåíi ôîðìóëàìè. Äëÿ ôîðìàëiçàöi¨ òåîði¨ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, âèêîðèñòîâóþ÷è
 åäåëåâó íóìåðàöiþ ôîðìóë i äîâåäåíü, àëãîðèòìè ìîæóòü áóòè äëÿ òåîðåòèêî-
÷èñëîâèõ ôóíêöié i ïðåäèêàòiâ, òîìó ìîæíà çàñòîñóâàòè òåçó ×åð÷à-Òþðií à.

Ïîâòîðèìî êîðîòêî, ùî çà ïåðøîþ òåîðåìîþ ïðî íåïîâíîòó (1931) íiÿêà iç çíà-
éîìèõ ôîðìàëüíèõ ñèñòåì (ïîäiáíèõ äî "Ïðèíöèïiâ Ìàòåìàòèêè") i çà óçàãàëüíå-
íîþ âåðñi¹þ (Êëiíi) íiÿêà ìîæëèâà ôîðìàëüíà ñèñòåìà íå ìîæå áóòè ïðàâèëüíîþ
i ïîâíîþ äëÿ åëåìåíòàðíî¨ òåîði¨ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë.

Íàãàäà¹ìî, ùî íåäîâiäíiñòü G âèïëèâà¹ iç ïðèïóùåííÿ, ùî S ïðîñòî ñóìiñíà.
Çà  åäåëåâîþ íóìåðàöi¹þ âëàñòèâiñòü ïðîñòî¨ ñóìiñíîñòi S ìîæíà âèðàçèòè â ñàìié
S ôîðìóëîþ, íàçâåìî ¨¨ "Concis". I ôàêòè÷íî ìiðêóâàííÿ, ÿêèì �åäåëü ïîêàçàâ,
ùî "Ïðîñòà ñóìiñíiñòü òÿãíå, ùî G íåäîâiäíà" ìîæíà ñôîðìóëþâàòè âñåðåäèíi S
ÿê äîâåäåííÿ ôîðìóëè

Concis → G,

çàóâàæóþ÷è, ùî G ãîâîðèòü "G íåäîâiäíà"! Òîìó, ÿêùî áè Concis áóëà äîâiäíîþ â
S, îäíèì çàñòîñóâàííÿì ïðàâèëà âèñíîâóâàííÿ, ïîêàçàíèì âïåðøå âèùå,G áóëà áè,
âñóïåðå÷ ïåðøié òåîðåìi ïðî íåïîâíîòó, ÿêùî S ñóìiñíà. Òîìó ìà¹ìî äðóãó òåîðåìó
�åäåëÿ ïðî íåïîâíîòó (1931ð.): ßêùî S ïðîñòî ñóìiñíà, òî ôîðìóëà Concis, ÿêà
âèðàæà¹ öåé ôàêò, íåäîâiäíà â S.

Iäå¹þ Ãiëüáåðòà áóëî äîâåñòè ñóìiñíiñòü ïiäõîäÿùî¨ ôîðìàëüíî¨ ñèñòåìè S ìà-
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òåìàòèêè ôiíiòàðíèìè ìåòîäàìè. Ó öiêàâîìó âèïàäêó, ùî S ¹ ôîðìàëiçàöi¹þ, ùî
îõîïëþ¹ äåÿêó iäåàëüíó (íåôiíiòàðíó) ìàòåìàòèêó, ìåòîäè, ÿêi ïîâèííi áóòè âèêî-
ðèñòàíi ó äîâåäåííi ¨¨ ñóìiñíîñòi, íå ïîâèííi âêëþ÷àòè âñi òi ìåòîäè, ÿêi ôîðìàëi-
çîâàíi â S. Äðóãà òåîðåìà �åäåëÿ ïîêàçó¹, ùî íàâiòü âñiõ ìåòîäiâ, ôîðìàëiçîâàíèõ
â S, íå áóëî áè äîñòàòíüî!

Íàñëiäêîì öüîãî ¹ òå, ùî ÿêùî iäåþ Ãiëüáåðòà ìîæíà âèêîíàòè, öå íå ìîæíà
çðîáèòè òàê ïðîñòî, ÿê ñïîäiâàëèñÿ. Ïîâèííi áóòè ïðèéíÿòi òàêi ìåòîäè ÿê ôiíi-
òàðíi i âèêîðèñòàíi ó äîâåäåííi ñóìiñíîñòi ñèñòåìè S, ÿêi íå ¹ ôîðìàëiçîâíi â S.
Ñïðàâäi, öå áóëî çðîáëåíî äëÿ àðèôìåòèêè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë �åíòöåíîì (1936),
Àêåðìàíîì (1940), i äëÿ àíàëiçó (òåîði¨ äiéñíèõ ÷èñåë) Ñïåêòîðîì (1961).

Iç äâîìà òåîðåìàìè ïðî íåïîâíîòó âñÿ ðîáîòà â îñíîâàõ ìàòåìàòèêè áóëà ãëèáî-
êî çìiíåíà. Ìè îïèñàëè âiäîìi ðåçóëüòàòè �åäåëÿ ó êîíòåêñòi òî÷êè çîðó íà îñíîâè
íà òîé ÷àñ. Çðîçóìiëî, ùî âií çâåðòàâñÿ � i ðîçâ'ÿçóâàâ � iñíóþ÷i íà òîé ÷àñ ïðîáëå-
ìè. Êîæíèé iç öèõ ðåçóëüòàòiâ ìîæíà ðîç'ÿñíèòè, ÿê êóñîê òî÷íî¨ ìàòåìàòèêè: íà
ðiâíi êëàñè÷íî¨ òåîði¨ ÷èñåë àáî ôiíiòàðíî¨ òåîði¨ ÷èñåë. Êàðòèíà, ÿêó ìàòåìàòèêè
ìîãëè áè ïðèéìàòè äî óâàãè äëÿ âèêîðèñòàííÿ ôîðìàëüíèõ ñèñòåì, áóëà ïåðåôî-
êóñîâàíà âiäêðèòòÿìè �åäåëÿ. Òåïåð ìè çíà¹ìî, ùî ¨õí¹ âèêîðèñòàííÿ íå ìîæå
äàòè ðîçâ'ÿçêó îñíîâîïîëîæíèõ ïðîáëåì ìàòåìàòèêè òàê ïðîñòî, ÿê ñïîäiâàëèñÿ.
Ïðîòå ôîðìàëüíi ñèñòåìè íå ïåðåñòàíóòü áóòè ñïðàâîþ ìàòåìàòèêiâ. Çâåðíåííÿ çà
äîïîìîãîþ äî àêñiîìàòè÷íî-äåäóêòèâíîãî ìåòîäó, ïîëiïøåíîãî ó íèíiøíi ÷àñè äî
ôîðìàëüíèõ ñèñòåì, çàáåçïå÷ó¹ ìàòåìàòèêiâ çàñîáàìè, ùîá áóòè ïîâíiñòþ ÿâíèìè
ùîäî òîãî, ùî âîíè ðîáëÿòü, i òî÷íî ÿêi ïðèïóùåííÿ âîíè âèêîðèñòîâóþòü ó äàíié
òåîði¨. Âàæëèâî ìàòè öþ ÿâíiñòü, êîëè âîíè çàéìàþòüñÿ îñÿãíåííÿì íîâèõ ìåòî-
äiâ (ÿê ïîêàçó¹ ïåðøà òåîðåìà �åäåëÿ, âîíè öå ìóñÿòü äëÿ ïðîãðåñó) i íàìàãàííÿì
ïåðåêîíàòè ñåáå ó ¨õ íàäiéíîñòi (ùî çà äðóãîþ òåîðåìîþ �åäåëÿ íå ìîæíà çðîáèòè
ïðîñòî ìàòåìàòè÷íèìè çàñòîñóâàííÿìè òèõ ñàìèõ ìåòîäiâ).

Êðiì òîãî, �åäåëü ó 1934ð., ñïèðàþ÷èñü íà ïðîïîçèöiþ Ãåðáðàíà, çàïðîâàäèâ
ïîíÿòòÿ "çàãàëüíèõ ðåêóðñèâíèõ ôóíêöié". Öå îäíå iç äâîõ åêâiâàëåíòíèõ ïîíÿòü,
ÿêi áóëè îòîòîæíåíi iç "åôåêòèâíîþ îá÷èñëþâàíiñòþ" çà òåçîþ ×åð÷à. Ùîäî öèõ
ïîíÿòü i òðåòüîãî (Òþðií à) òà ¨õíiõ óçàãàëüíåíü ðîçâèíåíà øèðîêà ìàòåìàòè÷íà
òåîðiÿ, ÿêà çàñòîñîâó¹òüñÿ äî iíøèõ ãàëóçåé ìàòåìàòèêè (äèâ. Êëiíi, 1981ð.). Ó
ñòàòòi 1931ð. �åäåëü ïîÿñíèâ, ÿê äåÿêi íåâèðiøóâàíi òâåðäæåííÿ ñòàþòü âèðiøóâà-
íèìè iç äîäàâàííÿì çìiííèõ âèùèõ òèïiâ; ïðè öüîìó, çâè÷àéíî, ìîæíà îïèñàòè iíøi
íåâèðiøóâàíi òâåðäæåííÿ. Ó ãëèáîêié ñòàòòi 1935ð. âií ïîêàçàâ, ùî ó ñèñòåìàõ iç
çìiííèìè âèùèõ òèïiâ íåñêií÷åííî áàãàòî ïîïåðåäíüî äîâiäíèõ ôîðìóë íàáóâàþòü
çíà÷íî êîðîòøèõ äîâåäåíü.

Iíòó¨öiîíiñòñüêà øêîëà Áðàóåðà âèçíàëà ïåðåâàãè ôîðìàëiçàöi¨ äëÿ òîãî, ùîá
çðîáèòè ÿâíèìè ìåæi äàíî¨ òåîði¨. Òàê, Ãåéòií  ó 1930ð. çàïðîïîíóâàâ ôîðìàëiçàöiþ
iíòó¨öiîíiñòñüêî¨ ëîãiêè i ïîðöi¨ iíòó¨öiîíiñòñüêî¨ ìàòåìàòèêè. Öå ìàëî ðiçíîìàíiòíi
ìàòåìàòè÷íi çàñòîñóâàííÿ. Ñòàòòi �åäåëÿ ó 1932ð. áóëè âàæëèâèìè äëÿ âèâ÷åííÿ
öèõ ñèñòåì.

Ñòàòòi Ñìîðèíñüêîãî, à òàêîæ Ïàðiñà i Õàððií òîíà (1977ð.), Äîóñîíà (1979)
ìîæóòü ñëóãóâàòè ÿê çðàçîê åõà âiä òåîðåì ïðî íåïîâíîòó ïiñëÿ ìàéæå ï'ÿòèäåñÿòè
ðîêiâ. Öiêàâî òàêîæ, ùî çíàéäåíî ìàòåìàòè÷íî çíà÷óùi íåäîâiäíi òâåðäæåííÿ, íà
âiäìiíó âiä øòó÷íî¨ ôîðìóëè G �åäåëÿ.
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3. Äîâåäåííÿ âiäíîñíî¨ ñóìiñíîñòi äëÿ àêñiîìè âèáîðó i óçàãàëüíåíî¨

êîíòèíóóì-ãiïîòåçè.
ßê çàçíà÷àëîñÿ, ó êàíòîðîâié òåîði¨ ìíîæèí ìíîæèíà ìíîæèí íàòóðàëüíèõ ÷è-

ñåë i ìíîæèíà äiéñíèõ ÷èñåë ìàþòü êàðäèíàëüíå ÷èñëî 2ℵ0 , áiëüøå íiæ êàðäèíàëüíå
÷èñëî ℵ0 ìíîæèíè íàòóðàëüíèõ ÷èñåë, ÿêå ¹ íàéìåíøèì íåñêií÷åííèì êàðäèíàëîì.

Ó òåîði¨ Êàíòîðà êàðäèíàëüíå ÷èñëî ℵ1, íàñòóïíå áiëüøå çà ℵ0, îòîòîæíþ¹òüñÿ
iç êàðäèíàëîì ìíîæèíè âñiõ ìîæëèâèõ ëiíiéíèõ âïîðÿäêóâàíü íàòóðàëüíèõ ÷èñåë,
ó ÿêèõ êîæíà ¨õíÿ ïiäìíîæèíà ìà¹ ïåðøèé åëåìåíò ó öüîìó âïîðÿäêóâàííi ("öiëêî-
âèòà óïîðÿäêîâàíiñòü"). Êàíòîðîâà òåîðiÿ ìíîæèí áóëà áè çíà÷íî ñïðîùåíà, ÿêùî
áè 2ℵ0 , ÿêèé ¹ íåñêií÷åííèì êàðäèíàëîì, áiëüøèì íiæ ℵ0, ùî ïðèõîäèòü ïåðøèì
â ãîëîâó, ôàêòè÷íî ¹ íàñòóïíèì áiëüøèì êàðäèíàëîì. Êàíòîð ïðèïóñòèâ ó 1878ð.,
ùî òàê i ¹, òîáòî 2ℵ0 = ℵ1. Öå ïðèïóùåííÿ íàçèâà¹òüñÿ "êîíòèíóóì-ãiïîòåçîþ"
(ÊÃ); i öå ñòàëî öåíòðàëüíîþ ïðîáëåìîþ òåîði¨ ìíîæèí ïiäòâåðäèòè àáî ñïðîñòó-
âàòè ÊÃ. Øiñòäåñÿò ðîêiâ ïiçíiøå, ïðè âñå ùå íåðîçâ'ÿçàíié ïðîáëåìi, ðåçóëüòàòè
�åäåëÿ ó 1938-39ðð. ïðîëèëè íà ñïðàâó íîâå ñâiòëî.

Âèêîðèñòîâóþ÷è êàíòîðîâi ïîðÿäêîâi ÷èñëà (îðäèíàëè), âñi íåñêií÷åííi êàðäè-
íàëè ìîæíà ïåðåëi÷èòè çà ïîðÿäêîì ¨õíiõ âåëè÷èí:

ℵ0,ℵ1,ℵ2, . . . ,ℵα, . . . ,

äå α ïðîáiãà¹ íàòóðàëüíi ÷èñëà ÿê ñêií÷åííi îðäèíàëè, à ïîòiì íåñêií÷åííi ("òðàíñ-
ôiíiòíi") îðäèíàëè. "Óçàãàëüíåíà êîíòèíóóì-ãiïîòåçà" (ÓÊÃ) ïîëÿãà¹ â òîìó, ùî
äëÿ êîæíîãî îðäèíàëà α 2ℵα = ℵα+1, äå 2ℵα � êàðäèíàë ìíîæèíè âñiõ ïiäìíîæèí
ìíîæèíè êàðäèíàëà ℵα.

Ïiñëÿ òîãî, ÿê ç'ÿâèëèñÿ ïàðàäîêñè, òåîðiÿ ìíîæèí áóëà àêñiîìàòèçîâàíà. Öå
ïîëÿãàëî ó âèïèñóâàííi êîëåêöi¨ àêñiîì, ùî ðîçãëÿäàëèñÿ ÿê iñòèííi òâåðäæåííÿ
ïðî ìíîæèíè, âêëþ÷àþ÷è àêñiîìè, ùî çàáåçïå÷óþòü iñíóâàííÿ áàãàòüîõ ìíîæèí,
àëå íå äóæå "äèêèõ" ìíîæèí, òàêèõ, ùî ïðèâåëè äî ïàðàäîêñiâ. (Íàãàäó¹ìî ïàðà-
äîêñ Ñêîëåìà ïðî òàêi ñèñòåìè àêñiîì ó ëîãiöi ïåðøîãî ïîðÿäêó.) ßê ñòàíäàðòíèé
ñïèñîê àêñiîì äëÿ òåîði¨ ìíîæèí ïðèéìåìî òi, ùî çâè÷àéíî íàçèâàþòüñÿ àêñiîìà-
ìè Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ. Âîíè âèíèêëè ç ïåðøî¨ àêñiîìàòèçàöi¨ Öåðìåëî ó 1908ð.,
âèêîðèñòîâóþ÷è óòî÷íåííÿ, çàïðîïîíîâàíå Ôðåíêåëåì ó 1922ð. Îäíà iç àêñiîì, ùî
íàçèâà¹òüñÿ "àêñiîìîþ âèáîðó" (ÀÂ), ðîçãëÿäàëàñÿ ÿê ìåíø ïðèðîäíà, íiæ iíøi.
Îäíà ç ¨¨ ôîðì ãîâîðèòü, ùî ÿêùî ìè ìà¹ìî êîëåêöiþ S íåïîðîæíiõ ìíîæèí, íiÿêi
äâi ç ÿêèõ íå ìàþòü ñïiëüíîãî ÷ëåíà, òî iñíó¹ "âèáiðêîâà ìíîæèíà" C, ùî ìiñòèòü
òî÷íî ïî îäíîìó ÷ëåíó iç êîæíî¨ ìíîæèíè â êîëåêöi¨ S. Ïiä ZFC ðîçóìi¹ìî âñi
àêñiîìè Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ, à ïiä ZF � ñèñòåìó öèõ àêñiîì áåç ÀÂ.

Êàíòîð íå äóìàâ ïðî ñâî¹ ïðèïóùåííÿ 2ℵ0 = ℵ1 (ÊÃ) âiäíîñíî äåÿêî¨ ìíîæèíè
àêñiîì. Àëå ïiñëÿ âèáîðó àêñiîìàòèçàöi¨, ñêàæiìî ZF, ¹ òðè ìîæëèâîñòi: (1) 2ℵ0 = ℵ1

äîâiäíà (âèêîðèñòîâóþ÷è åëåìåíòàðíó ëîãiêó) iç àêñiîì; (2) ¬(2ℵ0 = ℵ1) äîâiäíà iç
àêñiîì; (3) íi (1), íi (2). Öå ïðèïóñêàþ÷è, ùî àêñiîìè ñóìiñíi, òàê ùî íå: (4) Îáèäâi
(1) i (2).

Òå, ùî çðîáèâ �åäåëü, ïîëÿãàëî ó âèêëþ÷åííi (2); âií ïîêàçàâ, ùî ïðè¹äíàííÿ
2ℵ0 = ℵ1 äî àêñiîì íå ïðèâåäå äî ñóïåðå÷íîñòi (ÿêùî ñóïåðå÷íiñòü âæå íå áóëà
âèâiäíà iç àêñiîì áåç ïðè¹äíàííÿ).

Ãîâîðÿ÷è íàéïðîñòiøèìè òåðìiíàìè, �åäåëü, âèêîðèñòàâøè òiëüêè ôàêòè ïðî
ìíîæèíè, âèïðàâäàíi àêñiîìàìè ZF, âèçíà÷èâ êëàñ L ìíîæèí, ÿêi âií íàçâàâ "ïî-
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áóäîâíèìè ìíîæèíàìè", òàêèé, ùî âñi àêñiîìè iñòèííi, êîëè "ìíîæèíè" äëÿ íèõ
áåðóòüñÿ ïðîñòî ïîáóäîâíèìè ìíîæèíàìè L. Â ðåçóëüòàòi L óòâîðþ¹ ïåâíèé ñîðò
ñêåëåòíî¨ ìîäåëi òåîði¨ ìíîæèí � íå âñi ìíîæèíè, éìîâiðíî, çàïëàíîâàíi, àëå ¨õ âñå
ùå äîñòàòíüî áàãàòî, ùîá çðîáèòè âñi àêñiîìè iñòèííèìè. I â öié ìîäåëi ÀÂ i ÊÃ i
íàñïðàâäi ÓÊÃ âñi ¹ iñòèííèìè.

Çàóâàæóþ÷è, ùî ó öüîìó ìiðêóâàííi íi÷îãî íå âèêîðèñòàíî ïðî ìíîæèíè ç L,
ùî íå ìîæå áóòè áàçîâàíî íà àêñiîìàõ ZF, éîãî ìîæíà ïåðåòâîðèòè, ÿê ñëiäó¹ äàëi,
ó äîâåäåííÿ òîãî, ùî ÿêùî ZF (âçÿòà ÿê ôîðìàëüíà ñèñòåìà iç ìàòåìàòè÷íèìè àêñi-
îìàìè ZF i ëîãi÷íèìè àêñiîìàìè i ïðàâèëàìè âèñíîâóâàííÿ ÷èñëåííÿ ïðåäèêàòiâ
ïåðøîãî ïîðÿäêó) ¹ (ïðîñòî) ñóìiñíîþ, òî òàêîþ ¹ i ZF+ÀÂ+ÓÊÃ (âçÿòà ïîäiáíî).
Ïðèïóñòèìî, ùî ZF ñóìiñíà i (âñóïåðå÷ òîìó, ùî ìè õî÷åìî äîâåñòè), ùî ïàðà ñó-
ïåðå÷ëèâèõ ôîðìóë A i ¬A (ÿêi ìîæíà âçÿòè çàìêíåíèìè) äîâiäíi â ZF+ÀÂ+ÓÊÃ.
Íåõàé BL ïîõîäèòü ç áóäü-ÿêî¨ çàìêíåíî¨ ôîðìóëè B çàìiíîþ êîæíî¨ ÷àñòèíè âè-
ãëÿäó ∀xC íà ∀x(x ∈ L → C) i êîæíî¨ ÷àñòèíè âèãëÿäó ∃xC íà ∃x(x ∈ L&C), â ðå-
çóëüòàòi îáìåæóþ÷è çìiííó x äî çìiíè íàä L. Òóò x ∈ L âèçíà÷óâàíå âñåðåäèíi ZF.
Òåïåð äëÿ àêñiîì A0, A1, A2, . . . ZF+ÀÂ+ÓÊÃ ìîæåìî äîâåñòè â ZF AL

0 , A
L
1 , A

L
2 , . . .,

à ïîòiì ïðîäîâæèòè çà ìiðêóâàííÿì, ùî äàëî ñóïåðå÷íiñòü A i ¬A â ZF+ÀÂ+ÓÊÃ,
ùîá äiñòàòè ñóïåðå÷íiñòü AL i ¬AL â ZF, âñóïåðå÷ íàøîìó ïðèïóùåííþ, ùî ZF
ñóìiñíà. Îòîæ, �åäåëü äàâ äîâåäåííÿ ñóìiñíîñòi äëÿ ZF+ÀÂ+ÓÊÃ âiäíîñíî ZF.

Ïðèðîäíî çàïèòàòè, ÷è ìîæíà òàêîæ âèêëþ÷èòè (1), òîáòî ÷è çàïåðå÷åííÿ
¬2ℵ0 = ℵ1 êîíòèíóóì-ãiïîòåçè ìîæíà äîäàòè ñóìiñíî äî ZF àáî íàñïðàâäi ZFC
(çà óìîâè, ùî ZF ñóìiñíà). Öå çðîáèâ Ïîë Êîåí ó 1963ð. Âií çäiéñíèâ öå, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è iíøèé ìåòîä (âiäìiííèé âiä  åäåëåâîãî), ó ÿêîìó âñi àêñiîìè ZFC, à
òàêîæ ¬2ℵ0 = ℵ1 âèêîíóþòüñÿ. Ïðî äîâåäåííÿ Êîåíà äèâ. �3.

Îòîæ, ïî¹äíóþ÷è ðåçóëüòàòè �åäåëÿ i Êîåíà, 2ℵ0 = ℵ1 íåçàëåæíå âiä ZFC. Ïî-
äiáíî, ïî¹äíóþ÷è ðåçóëüòàòè �åäåëÿ i Êîåíà, ÀÂ íåçàëåæíà âiä ZFC. Öi ðåçóëüòàòè
ââåëè íàñ ó öiëêîì íîâó åðó òåîði¨ ìíîæèí, ó ÿêié ìàñà ïðîáëåì ñóìiñíîñòi àáî íå-
çàëåæíîñòi ðiçíèõ ïðèïóùåíü âiäíîñíî òi¹¨ ÷è iíøî¨ ìíîæèíè àêñiîì äîñëiäæó¹òüñÿ
ïîáóäîâîþ ìîäåëåé.

Ó ñòàòòi 1946ð., îïóáëiêîâàíié ó 1965ð., �åäåëü çàïðîïîíóâàâ íåêîíñòðóêòèâ-
íå ðîçøèðåííÿ ôîðìàëüíèõ ñèñòåì àáî ïîíÿòòÿ "äåìîíñòðîâíîñòi", ÿêå ïîâèííî
îäåðæóâàòèñÿ, âèêîðèñòîâóþ÷è âñå ñèëüíiøi i ñèëüíiøi "àêñiîìè íåñêií÷åííîñòi",
ÿêi ñòâåðäæóþòü iñíóâàííÿ âåëèêèõ êàðäèíàëüíèõ ÷èñåë ó òåîði¨ ìíîæèí. Âií ïè-
ñàâ: "Öå íå ¹ íåìîæëèâî, ùî äëÿ òàêîãî ïîíÿòòÿ äåìîíñòðîâíîñòi âèêîíóâàëàñü
áè äåÿêà òåîðåìà ïðî ïîâíîòó, ÿêà ãîâîðèëà áè, ùî êîæíå òâåðäæåííÿ, ÿêå ìîæíà
âèðàçèòè ó òåîði¨ ìíîæèí, âèðiøóâàíå iç ñó÷àñíèõ àêñiîì ïëþñ äåÿêå iñòèííå òâåð-
äæåííÿ ïðî âåëè÷èíó óíiâåðñóìó âñiõ ìíîæèí." Òàì ¹ i ïîäiáíà ïðîïîçèöiÿ ùîäî
ïîíÿòòÿ ìàòåìàòè÷íî¨ "âèçíà÷óâàíîñòi".

105



�5. Ãiïåðäiéñíi ÷èñëà

ßê òiëüêè êîíòèíóóì áóëî çàáåçïå÷åíî òåîðåòèêî-ìíîæèííîþ îñíîâîþ, âiä âè-
êîðèñòàííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ ó ìàòåìàòè÷íîìó àíàëiçi ó âåëèêié ìiði âiäìîâè-
ëèñü. I ñèòóàöiÿ çàëèøàëàñÿ òàêîþ íèçêó ðîêiâ. Ïåðøi çíàêè âiäðîäæåííÿ íåñêií-
÷åííî ìàëîãî ïiäõîäó äî àíàëiçó âèïëèëè íà ïîâåðõíþ ó 1958 ð. ó ñòàòòi íiìåöüêèõ
ìàòåìàòèêiâ À. Ëîãâiöà i Ê. Øìiäåíà. Àëå ãîëîâíèé ïðîðèâ ñòàâñÿ ó 1960 ð., êî-
ëè ìàòåìàòè÷íîìó ëîãiêîâi Àáðàõàìó Ðîáiíñîíó (1918-1974) ïðèéøëî â ãîëîâó, ùî
"ïîíÿòòÿ i ìåòîäè ñó÷àñíî¨ ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè çäàòíi çàáåçïå÷èòè ïiäõîäÿùi ðàì-
êè äëÿ ðîçâèòêó äèôåðåíöiàëüíîãî i iíòåãðàëüíîãî ÷èñëåííÿ çàñîáàìè íåñêií÷åííî
ìàëèõ i íåñêií÷åííî âåëèêèõ ÷èñåë". Öÿ iäåÿ, ðîçðîáëåíà íà îñíîâi íåñòàíäàðòíèõ
ìîäåëåé ìíîæèíè öiëèõ ÷èñåë Ò. Ñêîëåìà (1927 ð.), òåîðåìè êîìïàêòíîñòi Ìàëüöå-
âà (1936 ð.) òà ïîáóäîâè íåñòàíäàðòíî¨ ìîäåëi ìíîæèíè äiéñíèõ ÷èñåë Å. Õ'þiòîì
(1948 ð.), ïðèâåëà äî ñòâîðåííÿ íåñòàíäàðòíîãî àíàëiçó, ùî Ðîáiíñîí ââàæàâ éîãî
ðåàëiçàöi¹þ ëåéáíiöåâî¨ êîíöåïöi¨ íåñêií÷åííî ìàëèõ i íåñêií÷åííèõ ÿê iäåàëüíèõ
÷èñåë, ùî âîëîäiþòü òèìè ñàìèìè âëàñòèâîñòÿìè, ùî é çâè÷àéíi äiéñíi ÷èñëà.

Ïiñëÿ ïî÷àòêîâî¨ iäå¨ Ðîáiíñîíà áóëî ðîçâèíåíî íèçêó ñïîñîáiâ ïîäà÷i íåñòàí-
äàðòíîãî àíàëiçó. Ñàì Ðîáiíñîí ïiäiéøîâ äî ïèòàííÿ ðàäøå ÿê ëîãiê, à íå àíàëiòèê.
Ó 1963 ð. àìåðèêàíñüêèé ìàòåìàòèê Â. Ëþêñåìáóðã çàïðîïîíóâàâ óëüòðàôiëüòðî-
âèé ïiäõiä äëÿ íåñïåöiàëiñòiâ ó ëîãiöi, ó 1977 ð. àìåðèêàíåöü Å. Íåëüñîí � àêñiîìà-
òè÷íó òåîðiþ âíóòðiøíiõ ìíîæèí. Ëèøå ó 1988 ð. øâåä Ò.Ëiíäñòðåì âèêëàâ àíà-
ëiòè÷íèé ïiäõiä. Ìiæ öèì, çâiñíî, ç'ÿâëÿëèñü i ïiäðó÷íèêè ç öi¹¨ íîâî¨ äèñöèïëiíè
äëÿ ñòóäåíòiâ-ìàòåìàòèêiâ, çîêðåìà, Ðîáiíñîíà i Çàêîíà, Õàðäà i Ëîåáà, Ñòðîéÿíà
i Ëþêñåìáóðãà, Êiñëåðà, Àëüáåâåðiî òà ií.

Ìè òóò ïîäàìî òiëüêè iäåþ ïîáóäîâè ìíîæèíè ãiïåðäiéñíèõ ÷èñåë ÿê äåÿêî¨
ôàêòîð-ìíîæèíè íà îñíîâi ïîíÿòòÿ íåòðèâiàëüíîãî óëüòðàôiëüòðà. Ïîáóäîâà ìíî-
æèíè ãiïåðäiéñíèõ ÷èñåë ∗R ç R àíàëîãi÷íà äî êàíòîðîâî¨ ïîáóäîâè R ç Q. Ãiïåðäié-
ñíi ÷èñëà âèíèêàþòü ÿê êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi äiéñíîçíà÷íèõ ïîñëiäîâíîñòåé (òîáòî
ìíîæèíè RN), i âèêëèê ïîëÿãà¹ ïðîñòî ó çíàõîäæåííi äëÿ òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé âiä-
íîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêå äà¹ ïîòðiáíèé ðåçóëüòàò. Ôàêòè÷íî öå çàáåçïå÷ó¹òüñÿ
ïîáóäîâîþ íåòðèâiàëüíîãî óëüòðàôiëüòðà U íà ìíîæèíi íàòóðàëüíèõ ÷èñåë çà äî-
ïîìîãîþ àêñiîìè âèáîðó. Âèêëàäåìî ñïðîùåíî öþ ïîáóäîâó. Ðîçãëÿíåìî ìíîæèíó
âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè N:

2N = {∅, {1}, {2}, {3}, ..., {1, 2}, {1, 3}, ..., {1, 2, 3}, ..., {n1, n2, ..., nm}, ...
...

... ↘
{1, 3, 5, 7, ...}, {2, 4, 6, 8, ...}, ...

↙ ↘
...

{3, 6, 9, ...}, {1, 2, 4, 5, 7, 8, ...}, ...
↓ ↘ ↙
{10, 100, 1000, ...}, {1, ..., 9, 11, ..., 99, 101...}, ..., {1, 2, 3, ...}} .

(öå íå ñïèñîê; íàïðÿì ñòðiëîê i êðàïîê âêàçó¹ íà íåçëi÷åííiñòü ìíîæèíè). Ïîáó-
äîâó U ïî÷íåìî, âçÿâøè âñi ìíîæèíè çi ñêií÷åííèìè äîïîâíåííÿìè (äî N). Òàêi
ìíîæèíè íàçèâàþòüñÿ êîôiíiòíèìè i óòâîðþþòü çëi÷åííó ìíîæèíó iç âëàñòèâi-
ñòþ ñêií÷åííîãî ïåðåòèíó. Òåïåð áóäåìî ðîçãëÿäàòè ïîïàðíî ìíîæèíè A i N − A,
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ÿêi ùå íå ïîòðàïèëè äî U , i ïðè¹äíóâàòè äî U îäíó ç íèõ, íàïðèêëàä, ç íåïàð-
íèõ i ïàðíèõ ÷èñåë � {1, 3, 5, 7, ...}, à òàêîæ âñi ïåðåòèíè öi¹¨ ìíîæèíè iç âñiìà,
ÿêi âæå âêëþ÷åíi äî U , i âñi øèðøi ìíîæèíè. Çíîâó îäåðæèìî çëi÷åííó ìíîæèíó.
Ïîòiì ðîçãëÿäà¹ìî iíøó ïàðó � íàïðèêëàä, ÷èñëà êðàòíi 3 òà âñi iíøi, áåðåìî äî
U îäíó ç íèõ, ïðè¹äíó¹ìî âñi ïåðåòèíè i íàäìíîæèíè i ò.ä. Íåñêëàäíî äîâåñòè,
ùî òàêèé âèáið çàâæäè ìîæíà çðîáèòè iç çáåðåæåííÿì âëàñòèâîñòi ñêií÷åííîãî
ïåðåòèíó. Ïåðåáið çàâåðøèòüñÿ çà c �êðîêiâ� i çà ïðèïóùåííÿ êîíòèíóóì-ãiïîòåçè
(c = 2ℵ0 = ℵ1) íà êîæíîìó êðîöi ïðè¹äíó¹òüñÿ çëi÷åííà êiëüêiñòü ìíîæèí . Îòîæ,
ìè ìîãëè �ïîáóäóâàòè� U 2c ñïîñîáàìè, òîáòî ïîòóæíiñòü ìíîæèíè íåòðèâiàëüíèõ
óëüòðàôiëüòðiâ ¹ ìàêñèìàëüíî ìîæëèâîþ â òîìó ðîçóìiííi, ùî ¨¨ ïîòóæíiñòü òàêà
ñàìà, ÿê ïîòóæíiñòü ìíîæèíè âñiõ ïiäìíîæèí ìíîæèíè 2N.

Òåïåð íà ìíîæèíi RN âèçíà÷èìî âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi òàê:

(xn) ∼ (yn)
def
= {n ∈ N : xn = yn} ∈ U.

Ëåãêî ïåðåâiðèòè, ùî öå ñïðàâäi âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi. Ïîçíà÷àþòü ∗R =
RN/∼. ßêùî êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi ñòàöiîíàðíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (r, r, r, ...) îòîòîæíè-
òè çi çâè÷àéíèì äiéñíèì ÷èñëîì r, òî ìîæíà ââàæàòè, ùî R ⊂ ∗R. Öå âêëþ÷åííÿ
ñòðîãå, áî ïîáóäîâàíà ìíîæèíà ìiñòèòü íîâi åëåìåíòè. Íàïðèêëàä, íåñêií÷åííî
âåëèêå ÷èñëî � êëàñ ïîñëiäîâíîñòi (1, 2, 3, ..., n, ...), à êëàñ (1, 12 ,

1
3 , ...,

1
n , ...) ¹ íåñêií-

÷åííî ìàëèì. Âñi íåñêií÷åííî âåëèêi íàòóðàëüíi ÷èñëà çà àáñîëþòíîþ âåëè÷èíîþ
íå ìåíøi âiä ïîòóæíîñòi êîíòèíóóìó. Îïåðàöi¨ äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ äëÿ íîâèõ
÷èñåë âèçíà÷àþòüñÿ ïîêîìïîíåíòíî:

(x̃n) + (ỹn) := ( ˜xn + yn), (x̃n) · (ỹn) := ( ˜xn · yn).

Ïðè öüîìó ïîáóäîâàíà ìíîæèíà çáåðiãà¹ âñi âëàñòèâîñòi óïîðÿäêîâàíîãî ïîëÿ, àëå
íå ¹ ïîâíîþ (!) ó çâè÷àéíîìó ðîçóìiííi.

Çàçíà÷èìî, ùî òóò ïîäàíî óëüòðàôiëüòðîâó ïîáóäîâó çà Ëþêñåìáóðãîì, à ïåð-
øà ïîáóäîâà ∗R Å.Õ'þiòà ó 1948ð. áóëà çäiéñíåíà ÿê äåÿêèé ôàêòîð íà ìíîæè-
íi íåïåðåðâíèõ ôóíêöié. Ïiäõiä À.Ðîáiíñîíà (1961ð.) áóâ ó ðàìêàõ òåîði¨ ìîäå-
ëåé ìàòåìàòè÷íî¨ ëîãiêè. Âèêëàäåííÿ íåñòàíäàðòíîãî àíàëiçó, ìîäèôiêîâàíîãî çà
Ëþêñåìáóðãîì (äèâ. [Ä]), i àêñiîìàòè÷íèé îïèñ ∗R Êåéñëåðîì [Ke] äàþòü çìîãó
åôåêòèâíî çàñòîñîâóâàòè íåñòàíäàðòíi ìåòîäè ó ìàòåìàòè÷íîìó àíàëiçi. Ó 1977ð.
Å.Íåëüñîí çàïðîïîíóâàâ íàéâiäîìiøèé òåïåð àêñiîìàòè÷íèé ïiäõiä ([N]) äî âè-
êëàäåííÿ íåñòàíäàðòíîãî àíàëiçó, ÿêèé çðó÷íèé äëÿ âèâ÷åííÿ ïðîñóíóòèõ ðîçäiëiâ
àíàëiçó, òîïîëîãi¨ òà iíøèõ ãàëóçåé ìàòåìàòèêè. Ïðî çàñòîñóâàííÿ íåñòàíäàðòíèõ
ìåòîäiâ äî ìàòåìàòè÷íî¨ ôiçèêè òà ñòîõàñòè÷íîãî àíàëiçó äèâ. [À-Ë].

Ïîäàìî àêñiîìè IST� òåîði¨ âíóòðiøíiõ ìíîæèí (ïîäðîáèöi äèâ. â [N] àáî [Ê]),
ÿêi äîäàþòüñÿ äî àêñiîì òåîði¨ ìíîæèí Öåðìåëî-Ôðåíêåëÿ ðàçîì iç àêñiîìîþ âè-
áîðó ZFC. Â IST ç'ÿâëÿ¹òüñÿ íîâèé íåâèçíà÷óâàíèé ïðåäèêàò �ñòàíäàðòíèé�.

Íåõàé F (x) � ñòàíäàðòíèé ïðåäèêàò iç îäíîþ âiëüíîþ çìiííîþ.
Ïåðåíåñåííÿ. ßêùî F (x) iñòèííèé äëÿ âñiõ ñòàíäàðòíèõ ìíîæèí x, òî

F (x) iñòèííèé äëÿ âñiõ âíóòðiøíiõ ìíîæèí x, àáî êîðîòøå

(∀stx) F (x) =⇒ (∀x) F (x). (T )
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Íåõàé B(x, y) � âíóòðiøíié ïðåäèêàò (öå îçíà÷à¹, ùî ïðè éîãî ñêëàäàííi íå
âèêîðèñòîâó¹òüñÿ ñëîâî �ñòàíäàðòíèé�) iç äâîìà âiëüíèìè çìiííèìè x, y.

Iäåàëiçàöiÿ.ßêùî äëÿ êîæíî¨ ñòàíäàðòíî¨ ñêií÷åííî¨ ìíîæèíè z iñíó¹ ñòàí-
äàðòíà ìíîæèíà x òàêà, ùî B(x, y) iñòèííèé äëÿ âñiõ y ∈ z, òî iñíó¹ âíóòðiøíÿ
ìíîæèíà x òàêà, ùî B(x, y) iñòèííèé äëÿ âñiõ ñòàíäàðòíèõ y, àáî êîðîòøå

(∀st finz)(∃stx)(∀y ∈ z) B(x, y) =⇒ (∃x)((∀sty) B(x, y). (I)

Íåõàé x � ñòàíäàðòíà ìíîæèíà, à F (z) � çîâíiøíié ïðåäèêàò iç îäíîþ âiëüíîþ
çìiííîþ z.

Ñòàíäàðòèçàöiÿ. Äëÿ êîæíî¨ ñòàíäàðòíî¨ ìíîæèíè x iñíó¹ ñòàíäàðòíà
ìíîæèíà y òàêà, ùî ñòàíäàðòíà ìíîæèíà z ¹ åëåìåíòîì y òîäi i òiëüêè òîäi,
êîëè z ∈ x i iñòèííèé F (z), àáî êîðîòøå

(∀stx)(∃sty)(∀stz)(z ∈ y ↔ z ∈ x ∧ F (z)). (S)

Çáiëüøåíó ñèñòåìó ∗R (ïîòóæíîñòi êîíòèíóóìó) ìîæíà ðîçãëÿäàòè ïðîñòî ÿê
ñòàíäàðòíó ñèñòåìó R, ùî áà÷èòüñÿ ÷åðåç íîâi ìàòåìàòè÷íi �îêóëÿðè�, ðîçäiëü-
íà çäàòíiñòü ÿêèõ äîñòàòíÿ, ùîá âiäêðèòè ïðèñóòíiñòü iäåàëüíèõ åëåìåíòiâ ñåðåä
ñòàíäàðòíèõ. Âîíà âñå ùå ¹ äèñêðåòíîþ ñòðóêòóðîþ, ñêëàäåíîþ iç �âiäðiçíþâàíèõ�
åëåìåíòiâ. Íåñòàíäàðòíà ìîäåëü ∗R = RA/∼ ìíîæèíè R ìîæå ìàòè ÿê çàâãîäíî
âåëèêó ïîòóæíiñòü, çà ðàõóíîê âèáîðó ìíîæèíè A. Îäíàê íåìîæëèâî çàôiêñóâàòè
êàíîíi÷íó ìíîæèíó ∗R ãiïåðäiéñíèõ ÷èñåë ðàç i íàçàâæäè; ïðè âèâ÷åííi ïðîáëåì
ôóíêöiîíàëüíîãî àíàëiçó i òîïîëîãi¨ áóâàþòü ïîòðiáíi ÿê çàâãîäíî ïîòóæíi ìîäå-
ëi. Ç òåõíi÷íî¨ òî÷êè çîðó öÿ âiäñóòíiñòü ¹äèíîñòi ìà¹ äóæå ìàëî àáî âçàãàëi íå
ìà¹ íàñëiäêiâ, îäíàê ÿêùî õòîñü áiëüøå ñòóðáîâàíèé ôiëîñîôñüêèìè ïèòàííÿìè
i õî÷å iíòåðïðåòóâàòè ∗R ÿê àíàëiòè÷íó ìîäåëü ãåîìåòðè÷íî¨ ïðÿìî¨, òî öå òðîõè
òðèâîæèòü. Ìîæëèâå ðîçâ'ÿçàííÿ öi¹¨ ïðîáëåìè, çàïðîïîíîâàíå Ôåíñòàäîì, òàêå:
ââàæàòèìåìî ãåîìåòðè÷íó ïðÿìó îñíîâíèì ãåîìåòðè÷íèì îá'¹êòîì, ÿêèé ìi-
ñòèòü òî÷êè, àëå ÿêèé íå ìîæíà îòîòîæíþâàòè íi ç ÿêîþ êîëåêöi¹þ òî÷îê
(äèâ. [L]). Êðiì òîãî, ìîæëèâà âiäïîâiäü íà çàïèòàííÿ, ïðî ÿêó ãåîìåòðiþ òóò éäå-
òüñÿ, ñòàíå çðîçóìiëîþ ïðè ðîçãëÿäi ñþððåàëüíèõ ÷èñåë.

�6. Ãëàäêèé iíôiíiòåçiìàëüíèé àíàëiç

Ùå îäíå äîñÿãíåííÿ ó âiäðîäæåííi ïîíÿòòÿ íåñêií÷åííî ìàëîãî ìàëî ìiñöå ó
ñiìäåñÿòèõ ðîêàõ iç âèíèêíåííÿì ñèíòåòè÷íî¨ äèôåðåíöiàëüíî¨ ãåîìåòði¨, âiäîìî¨
òàêîæ ÿê ãëàäêèé iíôiíiòåçiìàëüíèé àíàëiç (ÃIÀ). �ðóíòóþ÷èñü íà iäåÿõ àìåðè-
êàíñüêîãî ìàòåìàòèêà Ëîóâåðà i çàñòîñîâóþ÷è ìåòîäè òåîði¨ êàòåãîðié, ÃIÀ çàáåç-
ïå÷ó¹ îáðàç ñâiòó, â ÿêîìó íåïåðåðâíå ¹ àâòîíîìíèì ïîíÿòòÿì, ùî íå ïîÿñíþ¹òüñÿ
â òåðìiíàõ äèñêðåòíîãî. Âií çàáåçïå÷ó¹ ñòðîãi ðàìêè äëÿ ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó, ó
ÿêîìó êîæíà ôóíêöiÿ ìiæ ïðîñòîðàìè ¹ ãëàäêîþ (òîáòî äèôåðåíöiéîâíîþ äîâiëü-
íå ÷èñëî ðàçiâ, i òîìó, çîêðåìà, íåïåðåðâíîþ) i â ÿêîìó âèêîðèñòàííÿ ãðàíèöü â
îçíà÷åííi îñíîâíèõ ïîíÿòü àíàëiçó çàìiíåíå íiëüïîòåíòíèìè íåñêií÷åííî ìàëèìè,
òîáòî êiëüêîñòÿìè òàêèìè ìàëèìè (àëå ôàêòè÷íî íå íóëÿìè), ùî äåÿêèé ñòåïiíü
� íàéêîðèñíiøå êâàäðàò � çíèêà¹. Îñêiëüêè òóò âñi ôóíêöi¨ íåïåðåðâíi, öåé àíà-
ëiç äèâíèì ñïîñîáîì âòiëþ¹ ïðèíöèï íåïåðåðâíîñòi Ëåéáíiöà Ïðèðîäà íå ðîáèòü
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ñòðèáêiâ. "Âíóòðiøíÿ" ëîãiêà ÃIÀ ¹ iíòó¨öiîíiñòñüêîþ. Äåêiëüêà ñëiâ ïðî ìîäåëi
ÃIÀ. Öå ¹ òàê çâàíi ãëàäêi òîïîñè, êàòåãîði¨ ïåâíîãî ñîðòó, ó ÿêèõ âñi çâè÷àéíi ìàòå-
ìàòè÷íi îïåðàöi¨ ìîæíà âèêîíàòè, àëå âíóòðiøíÿ ëîãiêà ÿêèõ ¹ iíòó¨öiîíiñòñüêîþ
i â ÿêèõ êîæíå âiäîáðàæåííÿ ìiæ ïðîñòîðàìè ¹ ãëàäêèì. Ñàìå öÿ "óíiâåðñàëü-
íà ãëàäêiñòü" ðîáèòü ìîæëèâîþ ïðèñóòíiñòü òàêèõ íåñêií÷åííî ìàëèõ îá'¹êòiâ, ÿê
íiëüïîòåíòíi ìiêðîêiëüêîñòi. Ïîáóäîâà ãëàäêèõ òîïîñiâ ([MR]) ãàðàíòó¹ ñóìiñíiñòü
ÃIÀ iç iíòó¨öiîíiñòñüêîþ ëîãiêîþ. Öå òàê, íåçâàæàþ÷è íà òîé ôàêò, ùî ÃIÀ íåñó-
ìiñíèé iç êëàñè÷íîþ ëîãiêîþ.

�7. Ìåòîä âèìóøåííÿ (ôîðñèí ) Êîåíà

Ïîäàíi âèùå ïîáóäîâè âêàçóþòü íà ñóìiñíiñòü (óçàãàëüíåíî¨) êîíòèíóóì-ãiïîòåçè
iç òåîði¹þ ZFC. Òåïåð ïîäàìî ñêîðî÷åíèé i ñïðîùåíèé îïèñ ìåòîäó âèìóøåííÿ
(ôîðñèí ó) Êîåíà, ùî äîâîäèòü ñóìiñíiñòü çàïåðå÷åííÿ êîíòèíóóì-ãiïîòåçè iç ií-
øèìè àêñiîìàìè ZFC, çà [Ch]. Ïîâíå âèêëàäåííÿ ñàìèì Êîåíîì iç ñóòò¹âèìè çà-
óâàæåííÿìè À.Åñåíèíà-Âîëüïèíà äèâ. ó [Êî].

1. Ìîäåëi ZFC
Íàéáiëüø âiäîìîþ òåîðåìîþ, äîâåäåíîþ ç âèêîðèñòàííÿì ôîðñèí ó, ¹ íåçàëå-

æíiñòü êîíòèíóóì-ãiïîòåçè (CH). Òî÷íiøå, Êîåí äîâiâ, ùî ÿêùî ZFC cóìiñíà, òî
CH íå ¹ òåîðåìîþ ZFC. Ðàíiøå �åäåëü äîâiâ, ùî ÿêùî ZFC cóìiñíà, òî ¬CH, çà-
ïåðå÷åííÿ CH, íå ¹ òåîðåìîþ ZFC (âèêîðèñòàâøè ñâîþ êîíöåïöiþ �ïîáóäîâíèõ
ìíîæèí�). ßê äîâîäèòüñÿ òàêèé ðåçóëüòàò? Íà äóæå âèñîêîìó ðiâíi ñòðóêòóðà äî-
âåäåííÿ ¹ òàêîþ, ÿê i î÷iêó¹òüñÿ: çàïèñóþòü äóæå òî÷íå òâåðäæåííÿ òîãî, ùî ¹
àêñiîìàìè òåîði¨ ìíîæèí (ZFC) i ÷èì ¹ ¬CH. Öÿ ñòðóêòóðà íàçèâà¹òüñÿ �ìîäåëëþ�
àêñiîì. Õî÷à òåðìií �ìîäåëü� íå ÷àñòî çóñòði÷à¹ìî ó ìàòåìàòèöi ïîçà ôîðìàëüíîþ
ëîãiêîþ, âií ôàêòè÷íî ¹ çíàéîìîþ êîíöåïöi¹þ. Íàïðèêëàä, ó òåîði¨ ãðóï �ìîäåëëþ
òåîðåòèêî-ãðóïîâèõ àêñiîì� ¹ ïðîñòî ãðóïà, òîáòî ìíîæèíà iç áiíàðíîþ îïåðàöi¹þ,
ùî çàäîâîëüíÿ¹ òàêå i òàêå.

Àíàëîãi÷íî ìîæíà çàïðîâàäèòè òåðìií � ñêàæiìî, �óíiâåðñóì� � ùî îçíà÷à¹ �-
ñòðóêòóðà, ÿêà ¹ ìîäåëëþ ZFC�. Ïîòiì ìîæíà ðîçïî÷àòè êóðñ iç òåîði¨ ìíîæèí iç
îçíà÷åííÿ òèïó òàêîãî: " �óíiâåðñóì� � öå ìíîæèíà M ðàçîì iç áiíàðíèì âiäíî-
øåííÿì E, ùî çàäîâîëüíÿ¹ òàêå i òàêå", çà ÿêèì éäå äîâãèé ñïèñîê àêñiîì òàêèõ
ÿê

ßêùî x i y � ðiçíi åëåìåíòè M , òî àáî iñíó¹ z â M òàêå, ùî zEx, àëå íå
zEy, àáî iñíó¹ z â M òàêå, ùî zEy, àëå íå zEx. (Öå ¹ �àêñiîìà åêñòåí-
ñiîíàëüíîñòi�.)

[Çàóâàæåííÿ: Òàê ñòàëîñÿ, ùî òåðìií 'óíiâåðñóì� íå ¹ ñòàíäàðòíèì; iç äåÿêèõ
ïðè÷èí ¹ ñòàíäàðòíå iì'ÿ äëÿ ∗àêñiîì∗, àëå íåìà¹ äëÿ ∗ñòðóêòóð, ùî çàäîâîëüíÿþòü
àêñiîìè∗, õî÷à ó ðåøòi ìàòåìàòèêè öå íàâiòü íàâïàêè. Àëå ñóòü ïðàâèëüíà.]

Ó òåîði¨ ãðóï øâèäêî äàþòü áàãàòî ïðèêëàäiâ ãðóï. Òóò ìè çóñòði÷à¹ìî ïåð-
øó æàõëèâó ðèñó ZFC; ãîâîðÿ÷è ñòðîãî, íiõòî íiêîëè íàâiòü íå ïðåä'ÿâèâ �îäíî¨�
ìîäåëi ZFC (áåç âèêîðèñòàííÿ ïðèïóùåíü, ÿêi íå ¹ çàãàëüíîïðèéíÿòèìè ñåðåä ìà-
òåìàòèêiâ)! Êðiì òîãî, äðóãà òåîðåìà �åäåëÿ ïðî íåïîâíîòó ïî ñóòi ãîâîðèòü, ùî
íiõòî íiêîëè i íå ïðåä'ÿâèòü.
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Íà ùàñòÿ, öÿ ïðîáëåìà íå ¹ òàêîþ ñêëàäíîþ, ÿê öå ìîæå ñïåðøó âèäàòèñÿ.
Íàïðèêëàä, îäíèì iç îá'¹êòiâ, ùî ìàéæå ¹ ìîäåëëþ ZFC, ¹ V � êëàñ âñiõ ìíîæèí.
ßêùî âçÿòè M = V i ïðèéíÿòè, ùî E îçíà÷à¹ �¹ ÷ëåíîì�, òî áà÷èìî, ùî àêñiîìà
åêñòåíñiîíàëüíîñòi ïðîñòî ãîâîðèòü, ùî äâi ìíîæèíè ðiâíi, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî
âîíè ìiñòÿòü îäíi i òi ñàìi åëåìåíòè � î÷åâèäíî iñòèííå òâåðäæåííÿ. Ðåøòà àêñiîì
ZFC ïîäiáíèì ÷èíîì ¹ ñàìîî÷åâèäíèìè, êîëè M = V . Õèòðiñòü, çâè÷àéíî, â òîìó,
ùî V ¹ çàíàäòî âåëèêîþ, ùîá ôàêòè÷íî áóòè ∗ìíîæèíîþ∗, à ìè ñòàâèëè âèìîãó,
ùî M ìàëà áóòè ìíîæèíîþ.

Êðiì òîãî, íåçâàæàþ÷è íà  åäåëåâó íåïîâíîòó, íiõòî íiêîëè íå äîâiâ, ùî ∗íåìà¹∗

áóäü-ÿêèõ ìîäåëåé ZFC, òîìó ÿêùî ìè ñòóðáîâàíi öi¹þ ñïðàâîþ, ìîæåìî òðàêòó-
âàòè iñíóâàííÿ ìîäåëåé ZFC ïîäiáíî äî áóäü-ÿêèõ íåäîâåäåíèõ ãiïîòåç, òàêèõ ÿê
ãiïîòåçà Ðiìàíà àáî P ! = NP . Òîáòî ìîæíà âiëüíî ïðèïóñêàòè öå òàê äîâãî, ïîêè
ìè ïàì'ÿòà¹ìî ïðî íàêëàäàííÿ â íàøèõ òåîðåìàõ äîäàòêîâî¨ óìîâè. Îòîæ, âiäòåïåð
ïðèïóñêàòèìåìî, ùî ìîäåëi ZFC iñíóþòü.

Äðóãèì ìîæëèâèì êàìåíåì ñïîòèêàííÿ ¹ òå, ùî äåÿêi ëþäè ïî÷àòêîâî ïiäõî-
äÿòü äî àêñiîìàòè÷íî¨ òåîði¨ ìíîæèí iç ñïîäiâàííÿì, ùî ìè ïîâèííi óñóíóòè âñi
íàøi ïîïåðåäíi çàáîáîíè ïðî ìíîæèíè. Òîìó ìîæå âèäàòèñÿ äèâíèì, ùî òóò çà-
ïðîïîíîâàíî ïî÷àòîê îáãîâîðåííÿ, ãîâîðÿ÷è: "�Óíiâåðñóì� � öå ∗ìíîæèíà∗ ðàçîì iç
..." Çà÷åêàéòå õâèëèíêó � ùî òàêå ìíîæèíà? ×è íåìà¹ öèðêóëÿðíîñòi ó âèçíà÷åííi
àêñiîì äëÿ ìíîæèí â òåðìiíàõ ìíîæèí?

Ðiçíi ëþäè äàþòü ðiçíi âiäïîâiäi íà öå çàïèòàííÿ. Ðåêîìåíäàöiÿ ìîæå áóòè òàêà:
ïiäõîäèòè äî âèâ÷åííÿ ZFC ïîäiáíî äî âèâ÷åííÿ áóäü-ÿêîãî iíøîãî ìàòåìàòè÷íîãî
ïðåäìåòà. Çîêðåìà, ïîòðiáíî âèêîðèñòîâóâàòè çâè÷àéíå, �íà¨âíå� ìàòåìàòè÷íå çíà-
ííÿ ïðî ìíîæèíè, ùîá çðîçóìiòè ðå÷åííÿ "�Óíiâåðñóì� � öå ∗ìíîæèíà∗ ðàçîì iç
..." Íå âèíîøóéòå ñïîäiâàíü, ïðèíàéìíi ñïî÷àòêó, ùî ZFC ðîçêàæå, ÷èì �ñïðàâäi ¹�
ìíîæèíè àáî ÿêi ìàòåìàòè÷íi ïðàêòèêè ¹ �ñïðàâäi ñòðîãèìè�. ßêùî öå äîïîìàãà¹,
äóìàéòå ïðî ZFC ÿê ïðî àêñiîìè äëÿ �òåîði¨ óíiâåðñóìó�, à íå �òåîði¨ ìíîæèí�; òîäi
ÿâíà öèðêóëÿðíiñòü çíèêíå.

Íàñòóïíà ïðîáëåìà: ó òåîði¨ ãðóï íàéãëèáøi òåîðåìè íå ¹ òåîðåìàìè ïðî ∗âñi∗

ãðóïè, à ïðî ñïåöiàëüíi êëàñè ãðóï (ñêií÷åííi ïðîñòi ãðóïè, êîìïàêòíi ãðóïè Ëi
i ò.ií.). Ïîäiáíî ó òåîði¨ ôîðñèí ó ìè áóäåìî çàöiêàâëåíi â ìîäåëÿõ ZFC iç ïåâ-
íèìè äîäàòêîâèìè âëàñòèâîñòÿìè. Ïåðøîþ âëàñòèâiñòþ, ÿêó ìè âèìàãà¹ìî, ¹ òå,
ùî åëåìåíòè M áóäóòü �äîáðå-çàñíîâàíèìè ìíîæèíàìè�. Öå îçíà÷à¹ ìíîæèíàìè,
ÿêi ïîáóäîâàíi ðåêóðñèâíî iç ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè, âèêîðèñòîâóþ÷è îïåðàöi¨ òàêi,
ÿê îá'¹äíàííÿ, ïàðóâàííÿ, ñòåïåíåâà ìíîæèíà i ò.ií. Îòîæ, ïîðîæíÿ ìíîæèíà {} ¹
äîáðå çàñíîâàíîþ, ÿê i {{}} i {{}, {{}}, {{{}}}, . . .}. Öÿ âèìîãà íàñïðàâäi íå ¹ êëþ-
÷îâîþ; ÿê i â ðåøòi ìàòåìàòèêè, íàñïðàâäi íå ìà¹ çíà÷åííÿ, ÿêi �àòîìè�, ç ÿêèõ
ñòðóêòóðè ïîáóäîâàíi, ïîñòiëüêè, ïîñêiëüêè âîíè ìàþòü âëàñòèâîñòi, ÿêi âè õî÷åòå,
ùîá âîíè ìàëè. Ôàêòè÷íî, ìîæå çáèâàòè ç ïàíòåëèêó, ùî íå òiëüêèM ¹ ìíîæèíîþ,
àëå òåïåð i åëåìåíòè M (i åëåìåíòè åëåìåíòiâ M , i ...) òàêîæ ¹ ìíîæèíàìè! Îäíàê
äîáðà-çàñíîâàíiñòü âèÿâëÿ¹òüñÿ äóæå çðó÷íîþ.

Äðóãîþ âèìîãîþ ¹ âèìîãà íà âiäíîøåííÿ E. Âèìàãàòèìåìî, ùîá x ∈ Ey, ÿ. i ò.ÿ.
x ¹ ÷ëåíîì y. (Ïàì'ÿòàéòå, ùî x i y, áóäó÷è åëåìåíòàìè M , ¹ [äîáðå-çàñíîâàíèìè]
ìíîæèíàìè, i òîìó ìà¹ ñåíñ ãîâîðèòè, ùî x ¹ ÷ëåíîì y.) Öå çíîâó ìîæå âèäàòè-
ñÿ âèìîãîþ, ùî çáèâà¹ ç ïàíòåëèêó. Íà¨âíî ìîæíà ïðèïóñòèòè, ùîá ïîáóäóâàòè
òà¹ìíè÷i ìîäåëi ZFC, â ÿêèõ âèêîíó¹òüñÿ ¬CH, ìè ìîãëè áè áóòè ïîâèííi ïðèïó-
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ñòèòè, ùî E � äåÿêèé âèä òà¹ìíè÷îãî âiäíîøåííÿ, ÿêå íå ìà¹ ÿêî¨ á òî íå áóëî
ïîäiáíîñòi äî çâè÷àéíîãî âiäíîøåííÿ ÷ëåíñòâà, ìè ìîãëè áè ïîöiêàâèòèñÿ, ÷è iñíó¹
áóäü-ÿêà iíøà ìîäåëü ZFC, âiäìiííà âiä ñàìî¨ V (i íîðóþ÷è òèì÷àñîâî òîé ôàêò,
ùî V íå ¹ ìíîæèíîþ). Íà äèâî, âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî çàëèøà¹òüñÿ ùå ìàñà ìiñöÿ ïiñëÿ
öi¹¨ âèìîãè.

Òðåòÿ âèìîãà òà, ùîá M áóëà òðàíçèòèâíîþ, òîáòî ùîá êîæíèé ÷ëåí M ôà-
êòè÷íî áóâ ïiäìíîæèíîþ M . ßêùî âè ðàíiøå ïðàöþâàëè iç ïîðÿäêîâèìè ÷èñëàìè,
òî íå äóæå çäèâó¹òåñÿ, ùî òðàíçèòèâíiñòü âèÿâëÿ¹òüñÿ äóæå êîðèñíîþ óìîâîþ.
Iíàêøå âîíà ìîãëà áè âèäàòèñÿ íåâìîòèâîâàíîþ; ïðîòå ïåâíà ìîòèâàöiÿ ñòàíå î÷å-
âèäíîþ ïiçíiøå.

Îñòàííÿ âèìîãà, ìîæëèâî, íàéâàæëèâiøà (ç òî÷êè çîðó ôîðñèí ó), i âîíà â
òîìó, ùîá M áóëà ∗çëi÷åííîþ∗ ìíîæèíîþ. ßêùî âè âèâ÷àëè õî÷ òðîõè ëîãiêó, òî
ìîæåòå ïàì'ÿòàòè òåîðåìó Ëüîâåí åéìà-Ñêóëåìà, ÿêà ãîâîðèòü, ùî ÿêùî çëi÷åííà
ìíîæèíà àêñiîì âçàãàëi ìà¹ áóäü-ÿêi ìîäåëi, òî âîíà ìà¹ ìîäåëü, ùî ¹ çëi÷åííîþ
ìíîæèíîþ. Iíàêøå, óìîâà çëi÷åííîñòi ìîæå çðîáèòè âàñ ùå áiëüø íåäîâiðëèâèì,
ùî áóäü-ÿêå òàêå M iñíó¹. Îñêiëüêè íàøà ãîëîâíà ìåòà òóò � îáãîâîðèòè ôîðñèí 
i íå õî÷åòüñÿ âèòðà÷àòè áiëüøå ÷àñó íà âñòóï, ïðîñòî ïîïðîñèìî ïðèéíÿòè íà âiðó,
ùî äóæå áàãàòèé ìàñèâ ïðèêëàäiâ çàëèøà¹òüñÿ íàâiòü ïiñëÿ òîãî, ÿê íàêëàäåíà
óìîâà çëi÷åííîñòi.

Âèêîðèñòîâó¹ìî ñòàíäàðòíå ñêîðî÷åííÿ �ç.ò.ì.� (çëi÷åííà òðàíçèòèâíà ìîäåëü)
äëÿ ìîäåëåé ZFC, ÿêi çàäîâîëüíÿþòü ÷îòèðè âèùåâêàçàíi äîäàòêîâi âèìîãè.

2. ßê âèãëÿäà¹ ç.ò.ì., ùî çàäîâîëüíÿ¹ ¬CH
ßê íàñïðàâäi âèãëÿäà¹ ç.ò.ì.? Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî êîæíà ç.ò.ì.M ìiñòèòü âñi íàòó-

ðàëüíi ÷èñëà, ÿêùî ïðèéíÿòè äîìîâëåíiñòü, ùî 0 ¹ ïîðîæíüîþ ìíîæèíîþ, 1 = {{}},
2 = {{}, {{}}, i âçàãàëi n ¹ ìíîæèíîþ {0, 1, . . . , n−1}. Âîíà ìiñòèòü òàêîæ îìåãó, íå-
ñêií÷åííó ìíîæèíó âñiõ íàòóðàëüíèõ ÷èñåë. À ùî ç ñòåïåíåâîþ ìíîæèíîþ 2îìåãà

(ìíîæèíîþ âñiõ ïiäìíîæèí îìåãè)? Òóò ëåãêî çàïëóòàòèñÿ, òîìó ùî ç îäíîãî áîêó
2îìåãà ¹ íåçëi÷åííîþ, i îñêiëüêèM òðàíçèòèâíà, ÿêùî á 2îìåãà áóëà ÷ëåíîìM , òî
âîíà áóëà áè òàêîæ ïiäìíîæèíîþ M , àëå îñêiëüêè M çëi÷åííà, âîíà íå ìîæå ìàòè
íåçëi÷åííî¨ ïiäìíîæèíè. Ç äðóãîãî áîêó, ZFC ìiñòèòü àêñiîìó ñòåïåíåâî¨ ìíîæèíè,
ÿêà ãîâîðèòü, ùî ÿêùî x ¹ â M , òî òàê ñàìî i ñòåïåíåâà ìíîæèíà x ¹ â M . Îòîæ,
ùî âiäáóâà¹òüñÿ?

Äàâàéòå ïîäèâèìîñÿ óâàæíî, ùî íàñïðàâäi ñòâåðäæó¹ àêñiîìà ñòåïåíåâî¨ ìíî-
æèíè. Âîíà ãîâîðèòü, ùî äëÿ êîæíîãî x-à â M iñíó¹ y â M iç òàêîþ âëàñòèâiñòþ:
ÿêùî z ¹ ÷ëåíîì M òàêèì, ùî êîæíå w â M , ùî çàäîâîëüíÿ¹ wEz, çàäîâîëüíÿ¹
òàêîæ wEx, òî zEy. Òåïåð áà÷èìî, ùî íàâiòü ÿêùî E iíòåðïðåòóâàòè ÿê ÷ëåíñòâî
(âèìîãà 2 ó ïîïåðåäíüîìó ðîçäiëi), òî ç öüîãî íå âèïëèâà¹, ùî y ¹ ìíîæèíîþ ∗âñiõ∗

ïiäìíîæèí z. Íàñàìïåðåä, íåÿñíî íàâiòü, ÷è z-è ó öié àêñiîìi ôàêòè÷íî ¹ ïiäìíîæè-
íàìè x; àêñiîìà íå âèìàãà¹, ùîá ∗êîæíå w∗, ùî çàäîâîëüíÿ¹ wEz, çàäîâîëüíÿëî òà-
êîæ wEx; âîíà ïðîñòî âèìàãà¹, ùîá ∗êîæíå w âM∗, ùî çàäîâîëüíÿ¹ wEz, çàäîâîëü-
íÿëî òàêîæ wEx. Òåïåð âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî, îñêiëüêè M òðàíçèòèâíà, z-è ôàêòè÷íî
∗¹∗ ïiäìíîæèíàìè x-à. �Ïñó¹òüñÿ� ðåøòà àêñiîìè: y íå ìiñòèòü ∗êîæíî¨ ïiäìíîæèíè
x-à∗; âií ìiñòèòü òiëüêè ∗òi ïiäìíîæèíè x-à, ÿêi ¹ â M∗. Îòîæ, öiëêîì ìîæëèâî,
ùî öÿ ∗ñòåïåíåâà ìíîæèíà∗ x-à ¹ çëi÷åííîþ.

ßê ìè ïîâèííi íàçèâàòè y? Íàçèâàííÿ éîãî ∗ñòåïåíåâîþ ìíîæèíîþ x-à∗ ïîòåí-
öiéíî çàïëóòó¹; âiääàâàòèìåìî ïåðåâàãó çáåðåãòè öåé òåðìií äëÿ ôàêòè÷íî¨ ìíî-
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æèíè âñiõ ïiäìíîæèí x-à. Çâè÷àéíèé æàðãîí òàêèé: íàçèâàòèìåìî y ∗ñòåïåíåâîþ
ìíîæèíîþ x-à â M∗.

ßê âïðàâó íà ðîçóìiííÿ öi¹¨ êîíöåïö¨ ðîçãëÿíåìî âiäîìó òåîðåìó Êàíòîðà, ùî
ñòåïåíåâà ìíîæèíà îìåãè ¹ íåçëi÷åííîþ. Äîâåäåííÿ Êàíòîðà ìîæíà çîáðàçèòè,
âèêîðèñòîâóþ÷è àêñiîìè ZFC, ùîá ïðåä'ÿâèòè ôîðìàëüíó òåîðåìó ZFC. Îñü öÿ
òåîðåìà: �Ñòåïåíåâà ìíîæèíà îìåãè â M íåçëi÷åííà â M .� Ùîá ïîáà÷èòè ÿñíiøå,
ùî òóò ñêàçàíî, ðîçøèðèìî ¨¨ áiëüø ïîâíî, ùîá îäåðæàòè: �Íåìà¹ ái¹êöi¨ â M ìiæ
îìåãîþ i ñòåïåíåâîþ ìíîæèíîþ îìåãè âM ,� äå ái¹êöiÿ � öå ïåâíà ìíîæèíà (ôàêòè-
÷íî, ïåâíà ìíîæèíà âïîðÿäêîâàíèõ ïàð, äå �âïîðÿäêîâàíà ïàðà� ⟨x, y⟩ âèçíà÷åíà
òåîðåòèêî-ìíîæèííî ÿê {{x}, {x, y}}). Îòîæ, õî÷à íàâiòü ñòåïåíåâà ìíîæèíà îìåãè
â M ¹ çëi÷åííîþ i ìè ìîæåìî ïîáóäóâàòè ái¹êöiþ ó �ñïðàâæíüîìó ñâiòi� ìiæ îìå-
ãîþ i ñòåïåíåâîþ ìíîæèíîþ îìåãè â M , âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî öÿ ái¹êöiÿ ∗íå ¹ ÷ëåíîì
M∗. Òîìó íåìà¹ ñóïåðå÷íîñòi ìiæ òèì, ùîá áóòè íåçëi÷åííèì âM i áóòè çëi÷åííèì
(öå âiäîìî ÿê �ïàðàäîêñ Ñêóëåìà�).

ßê òiëüêè âè ñõîïèëè òå, ùî ïðè¹äíóâàííÿ �â M � âèðiøàëüíå i ìîæå ðiçêî çìi-
íèòè çíà÷åííÿ òåðìiíó àáî âèñëîâëåííÿ, ìîæíà ïî÷èíàòè òóðáóâàòèñÿ ïðî âñi âèäè
ðå÷åé ó ïîïåðåäíiõ àáçàöàõ. Íàïðèêëàä, ÷è íå ïîâèííi ìè ðîçðiçíÿòè ìiæ �îìåãîþ�
i �îìåãîþ â M �? Öå çàêîííà òóðáîòà. Íà ùàñòÿ, òðàíçèòèâíiñòü M òÿãíå, ùî áàãàòî
ðå÷åé, âêëþ÷íî iç �¹ ïiäìíîæèíîþ ...�, �¹ ôóíêöi¹þ�, �îìåãà�, i iíøi îñíîâíi êîíöå-
ïöi¨, ¹ ∗àáñîëþòíèìè∗, ùî îçíà÷à¹, ùî âîíè îçíà÷àþòü òå ñàìå, íåçàëåæíî âiä òîãî,
÷è ïðè¹äíóâàòè �â M �. Ïîâíå òëóìà÷åííÿ ôîðñèí ó íåîáõiäíî ìóñèòü îõîïëþâàòè
óâàæíå îáãîâîðåííÿ òîãî, ÿêi êîíöåïöi¨ ¹ àáñîëþòíèìè i ÿêi íå ¹. Îäíàê öå äîñèòü
íóäíà ñïðàâà, òîìó ìè ïðîïóñòèìî öå. Çàìiñòü öüîãî ìè ïðîñòî ïîïåðåäæóâàòèìå-
ìî, êîëè ùîñü íå ¹ àáñîëþòíèì.

Òåïåð ìîæíà ïîäàòè åñêiç òîãî, ÿê ìîæíà áóäóâàòè ìîäåëü äëÿ ZFC + ¬CH.
Ðîçïî÷íåìî iç áóäü-ÿêî¨ ç.ò.ì. M . Çà åëåìåíòàðíîþ òåîði¹þ êàðäèíàëiâ iñíó¹ ìíî-
æèíà k â M , ÿêà ¹ ω2 â M (ω2, àáî ℵ2, ÿêùî âè âiääà¹òå ïåðåâàãó òàê, ¹ äðóãèì
êàðäèíàëîì, áiëüøèì íiæ ω). Çâè÷àéíî, k çëi÷åííà, àëå íåìà¹ ái¹êöi¨ �â M � ìiæ k
i ω. Îòîæ, òåïåð äàâàéòå ïîáóäó¹ìî ôóíêöiþ f iç äåêàðòîâîãî äîáóòêó k ×ω â 2. �¨
ìîæíà òëóìà÷èòè ÿê ïîñëiäîâíiñòü k ôóíêöié iç ω â 2. Ìîæíà ëåãêî âëàøòóâàòè
òàê, ùîá âñi öi k ôóíêöié áóëè ðiçíèìè. Òåïåð, ÿêùî f âæå ¹ âM , òîM çàäîâîëüíÿ¹
¬CH! Ïðè÷èíà â òîìó, ùî ôóíêöi¨ iç ω â 2 ìîæíà îòîòîæíèòè iç ïiäìíîæèíàìè ω,
i òîìó f ïîêàçó¹ íàì, ùî ñòåïåíåâîþ ìíîæèíîþ ω â M ìóñèòü áóòè ïðèíàéìíi ω2 â
M . ßêùî f âiäñóòí¹ â M , òî ïðîñòî âñòàâèìî ¨¨ â M , ùîá äiñòàòè áiëüøó ìíîæèíó
M ′, ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ¬CH. Ùî é òðåáà áóëî äîâåñòè, ïðàâèëüíî?

ßêùî âàì öå çâó÷èòü äóæå ëåãêîâàæíî, âè ìà¹òå ðàöiþ. � áàãàòî ïðîáëåì iç
öi¹þ íà¨âíîþ iäå¹þ. Íàñàìïåðåä, ïðîñòå äîäàâàííÿ ç íåáåñ äîâiëüíî¨ ìíîæèíè äîM
íåîáõiäíî çâîäèòüñÿ äî ðåçóëüòàòó â ÷îìóñü iíøîìó, íiæ òå, ùî çàäîâîëüíÿ¹ ZFC.
Íå ìîæíà ïðîñòî âçÿòè áóäü-ÿêó ãðóïó i ïðè¹äíàòè äîâiëüíèé äîäàòêîâèé åëåìåíò
i ñïîäiâàòèñÿ, ùî ðåçóëüòàòîì áóäå çíîâó ãðóïà, òîìó ÷îìó ìè ïîâèííi î÷iêóâàòè,
ùî öå ñïðàöþ¹ ç ìîäåëÿìè ZFC? Äå, íàïðèêëàä, áóäå ñòåïåíåâà ìíîæèíà f â M ′?
Ìè íå çðîáèëè íi÷îãî, ùîá  àðàíòóâàòè, ùî âîíà iñíó¹.

Âñå òàêè öÿ îñíîâíà iäåÿ äîäàâàííÿ f (ðàçîì iç äåÿêèìè iíøèìè àñîöiéîâàíèìè
ìíîæèíàìè, ÿêi íàì ïîòðiáíi, ùîá ùàñëèâî óòðèìàòè ZFC), äî M , ùîá äiñòàòè
áiëüøó ç.ò.ì. M ′, ùî ìiñòèòü äåÿêi ìíîæèíè, ÿêi áóëè �âiäñóòíi� â M , âèÿâëÿ¹òüñÿ,
ïðàöþ¹, ÿêùî ìè äîñòàòíüî óâàæíi i âìiëi ó ïîäðîáèöÿõ. Òî÷íiøå, ìà¹ìî íàñòóïíå.
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Ôóíäàìåíòàëüíà Òåîðåìà. ßêùî M ¹ ç.ò.ì., P ¹ åëåìåíòîì M (ÿêèé çà-
äîâîëüíÿ¹ ïåâíi òåõíi÷íi óìîâè), à G ¹ ïiäìíîæèíîþ P (ÿêà çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíi
òåõíi÷íi óìîâè), òî ìíîæèíà M [G], îäåðæàíà ïðè¹äíàííÿì G (ïëþñ äåÿêi iíøi
äîïîìiæíi ìíîæèíè) äî M , òàêîæ ¹ ç.ò.ì.

Ïðîïóñêè â äóæêàõ áóäóòü ñêîðî çàïîâíåíi i ïîÿñíåíi, àëå ñïåðøó çàóâàæèìî,
ùî Ôóíäàìåíòàëüíà Òåîðåìà äóæå ïîòóæíà, òîìó ùî òåõíi÷íi óìîâè íà G i P äî-
ñòàòíüî ïîìiðíi, çàëèøàþ÷è âåëè÷åçíó ñôåðó äëÿ òâîð÷îñòi. Ðîçóìíî âèáèðàþ÷è
G i P , ìîæíà ïîáóäóâàòè M [G], ÿêi çàäîâîëüíÿþòü âñi âèäè òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ
òâåðäæåíü. Íàâiòü ñüîãîäíi, ìàéæå âñi ç ñîòåíü âiäîìèõ ðåçóëüòàòiâ ïðî íåçàëå-
æíiñòü ó ëîãiöi ó êiíöåâîìó ïiäñóìêó  ðóíòóþòüñÿ òèì ÷è iíøèì ñïîñîáîì íà öié
îäíié ôóíäàìåíòàëüíié ïîáóäîâi.

×èòà÷ ìîæå áóòè ñòóðáîâàíèé, ùî ñëîâî �ôîðñèí � íå ç'ÿâëÿ¹òüñÿ ó ôîðìóëþ-
âàííi Ôóíäàìåíòàëüíî¨ Òåîðåìè. Ôîðñèí , ÿê ìè ïîáà÷èìî ïiçíiøå, âõîäèòü òîäi,
êîëè íàìàãàþòüñÿ äîâåñòè, ùî M [G] çàäîâîëüíÿ¹ ðiçíi òâåðäæåííÿ (àáî, íà çâè-
÷àéíîìó æàð îíi, ùî ðiçíi òâåðäæåííÿ �iñòèííi â M [G]�). Ôîðñèí  ïîòðiáíèé, ùîá
äîâåñòè Ôóíäàìåíòàëüíó Òåîðåìó, îñêiëüêè ìè ïîâèííi äîâåñòè, ùî êîæíà àêñiîìà
ZFC iñòèííà â M [G]. Ôîðñèí  ïîòðiáíèé òàêîæ, ùîá äîâåñòè, ùî ¬CH iñòèííå â
M [G] (äëÿ ïiäõîäÿ÷îãî G).

3. Iìåíà
Ðîçïî÷íåìî iç îïèñó äîïîìiæíèõ ìíîæèí, ùî ðàçîì iç G ñêëàäàþòü M [G]. Âè-

ðiøàëüíîþ iäå¹þ, ÿêà ïðîíèçó¹ òåîðiþ ôîðñèí ó, ¹ òå, ùî äåÿêi ôàêòè ïðî G (àáî
çàãàëüíiøå, M [G]) çàëåæàòü âiä êîíêðåòíîãî G, ïðî ÿêå éäåòüñÿ, â òîé ÷àñ ÿê iíøi
¹ �çàãàëüíèìè� ôàêòàìè, ÿêi iñòèííi äëÿ âñiõ G.

Ó âèïàäêó ïîëiâ íåìà¹ íàãàëüíî¨ íåîáõiäíîñòi çàïðîâàäæóâàòè ðiçíi ïîíÿòòÿ
äëÿ �çàãàëüíîãî� X i �êîíêðåòíîãî� X, òîìó ùî ñèòóàöiÿ äîñòàòíüî ïðîñòà, íå âè-
íèêà¹ íiÿêèõ íåïîðîçóìiíü, ÿêùî âèêîðèñòîâóâàòè �X� äëÿ âñüîãî. Ñïðàâè çíà÷íî
ñêëàäíiøi â ZFC i âàæëèâî ìàòè ðiçíi ïîçíà÷åííÿ äëÿ �çàãàëüíîãî� i �êîíêðåòíî-
ãî� âèïàäêiâ. Çà àíàëîãi¹þ iç ñïîñîáîì, ÿêèì ïðèðîäíà ìîâà âiääçåðêàëþ¹ ïåâíi
çàãàëüíi ðèñè äiéñíîãî ñâiòó, ìè âèçíà÷èìî �iìåíà� äëÿ åëåìåíòiâ M [G]. Iìåíà áó-
äóòü âèçíà÷åíi áåç ïîñèëàííÿ íà G; ïðîòå ∗çíà÷åííÿ∗ iìåí � ìíîæèíè, iìåíà ÿêèõ
¹ iìåíàìè ∗÷îãîñü∗ � áóäóòü çàëåæàòè âiä G. Òî÷íå îçíà÷åííÿ iìåíi (àáî, òî÷íiøå,
�P -iìåíi�, îñêiëüêè âîíî çàëåæèòü âiä P ) òàêå:

Ìíîæèíà x ¹ P -iìåíåì, ÿêùî (i òiëüêè ÿêùî) âñi ¨¨ ÷ëåíè ¹ âïîðÿäêîâà-
íèìè ïàðàìè ⟨y, p⟩, äå y ¹ P -iìåíåì i p çíàõîäèòüñÿ â P .

ßêùî x ¹ P -iìåíåì, òî ìè òàêîæ âèçíà÷à¹ìî îáëàñòü âèçíà÷åííÿ dom (x) òàê:

dom (x) = {y : ⟨y, p⟩ çíàõîäèòüñÿ â x äëÿ äåÿêîãî p â P}.

Îçíà÷åííÿ P -iìåíi äîñòàòíüî çàïëóòàíå, òîìó ðîçãëÿíåìî éîãî óâàæíî. Ïåðøîþ
òîíêiñòþ ¹ òå, ùî âîíî âèÿâëÿ¹òüñÿ öèðêóëÿðíèì. Ïðîòå öÿ î÷åâèäíà öèðêóëÿð-
íiñòü íàñïðàâäi ¹ ïðîñòî ñòåíîãðàìîþ äëÿ ðóêóðñèâíîãî îçíà÷åííÿ. Íàïðèêëàä,
ïîðîæíÿ ìíîæèíà ¹ P -iìåíåì, òîìó ùî âñi ÷ëåíè ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè áåçóìîâíî
çàäîâîëüíÿþòü ïîòðiáíó âëàñòèâiñòü. Òîäi, ÿê òiëüêè ìè çíà¹ìî, ùî ïîðîæíÿ ìíî-
æèíà ¹ P -iìåíåì, ìîæíà áóäóâàòè iíøi ìíîæèíè, ÿêi ¹ P -iìåíàìè, âèêîðèñòîâóþ÷è
îçíà÷åííÿ.
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Ïðèïóñêà¹òüñÿ, ùî P -iì'ÿ x íàçèâà¹ äåÿêó ìíîæèíó X, ÿêà ïîâ'ÿçàíà iç G, àëå
x ïðèçíà÷åíèé äëÿ îáãîâîðåííÿ ôàêòiâ, ÿêi iñòèííi âçàãàëi äëÿ âñiõ G, òîìó ÷ëå-
íè x (àáî, òî÷íiøå, dom (x)) íå ¹, ÿê ìè ìîãëè áè ñïåðøó î÷iêóâàòè, iìåíàìè âñiõ
åëåìåíòiâ X � ùî ¹ �äóæå ñïåöèôi÷íèìè�. Ðàäøå, ÷ëåíè x ¹ iìåíàìè âñüîãî, ùî
∗ïîòåíöiéíî∗ â X. Òåïåð, êîëè ìè çíà¹ìî òî÷íî, ó ÿêîìó êîíêðåòíîìó G ìè çàöi-
êàâëåíi, òî ìè ïîâèííi áóòè â çìîçi çðîçóìiòè ∗òî÷íî∗, ÿêi ìíîæèíè x íàçèâà¹. Iç
öi¹þ ìåòîþ êîæíèé ÷ëåí x ¹ ïîìi÷åíèé åëåìåíòîì P . ßêùî çíà¹ìî G, òî ìîæíà
ïðîõîäèòè âñi ÷ëåíè x, i ÿê òiëüêè ìiòêà ôàêòè÷íî çíàõîäèòüñÿ â G, òî ïåðåòâîðþ¹-
ìî ïîòåíöiéíå ÷ëåíñòâî ó ôàêòè÷íå ÷ëåíñòâî, íàòîìiñòü êîëè ìiòêà íå çíàõîäèòüñÿ
â G, òî âiäêèäà¹ìî ïîòåíöiéíîãî ÷ëåíà. Ôîðìàëüíî, �çíà÷åííÿ P -iìåíi x âiäíîñíî
G�, ùî çàïèñó¹òüñÿ val(x,G), âèçíà÷à¹òüñÿ òàê:

val(x,G) = {val(y,G) : ⟨y, p⟩ çíàõîäèòüñÿ â x äëÿ äåÿêîãî p â G}.

Öå çíîâó ðåêóðñèâíå îçíà÷åííÿ. Çíà÷åííÿì ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè çàâæäè ¹ ïî-
ðîæíÿ ìíîæèíà, i ìîæíà âèáóäîâóâàòè iíøi çíà÷åííÿ iç öüîãî çíà÷åííÿ.

Îäíà ði÷, ÿêà âñå ùå ìîæå çäàâàòèñÿ íåçðîçóìiëîþ ó öüîìó îçíà÷åííi � öå ðîëü
P . ×è íå ìîæíà ïðîñòî çàìiíèòè âñþäè �P � íà �M �? ×îìó íàì ïîòðiáíå P? Öå
ïðàâèëüíî, ùî ìè ìîãëè áè âèçíà÷àòè iìåíà i ¨õíi çíà÷åííÿ áåç ïîñèëàííÿ íà P ,
àëå ¹ äâi ïðè÷èíè äëÿ éîãî âêëþ÷åííÿ: (1) ùîá äîâåñòè ãîëîâíi òåîðåìè ôîðñèí ó,
íàì áóäå ïîòðiáíî íàêëàñòè ïåâíó ñòðóêòóðó íà P , ÿêó ìè íå ìîæåìî âçàãàëi íà-
êëàñòè íà ñàìó M , i (2) ïiñëÿ òîãî, ÿê ìè çàêií÷èìî ïîáóäîâó ìåõàíiçìó i çàõî÷åìî
çàñòîñóâàòè éîãî, íàÿâíiñòü äîäàòêîâîãî ñòóïåíÿ ñâîáîäè ó âèáîði õîðîøîãî P áóäå
äóæå öiííîþ ó ïîáóäîâi ç.ò.ì.-åé iç ñïåöiàëüíèìè âëàñòèâîñòÿìè.

Êîíñòðóêöiÿ iìåí äîñèòü ïîòóæíà. Íàïðèêëàä, äàâàéòå âiäòåïåð i äî êiíöÿ òåêñ-
òó âèìàãàòè, ùîá P çàâæäè ìiñòèëî ïåâíèé åëåìåíò, ÿêèé íàçèâà¹òüñÿ �1�. (Ìè
ðàíiøå âèêîðèñòîâóâàëè �1� äëÿ ìíîæèíè {{}}, àëå íå ïîâèííî áóòè ïëóòàíèíè,
òîìó ùî íàäàëi ó íàñ íå áóäå íàãîäè çãàäóâàòè {{}}.) Òîäi ¹ iì'ÿ � ôàêòè÷íî,
�êàíîíi÷íå� iì'ÿ � äëÿ êîæíîãî åëåìåíòà X ìíîæèíè M . Öå ìîæíà äîâåñòè çà ðå-
êóðñi¹þ: ÿêùî êîæíèé åëåìåíò Y ìíîæèíèX ìà¹ iì'ÿ Y ∗, òî ìîæåìî óòâîðèòè iì'ÿ
X∗ = {⟨Y ∗, 1⟩: âñi Y â X}. Òîäi îñêiëüêè 1 çàâæäè çíàõîäèòüñÿ â G, òî âèïëèâà¹, ùî
val(X∗, G) = X. (Êðiì òîãî, âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî öÿ ïîáóäîâà àáñîëþòíà, òîìó X∗ çíà-
õîäèòüñÿ â M .) Iç öüîãî ìîæåìî âèñíóâàòè, ùî G òàêî¹ ìà¹ iì'ÿ, �äiàãîíàëüíå� iì'ÿ
G∗ = {⟨X∗, X⟩: âñi X â P}. Ïðîãàíÿþ÷è îçíà÷åííÿ, áà÷èìî, ùî çíà÷åííÿì öüîãî
iìåíi ¹ ìíîæèíà çíà÷åíü X∗, êîëè X ïðîáiãà¹ âñi åëåìåíòè G, òîáòî val(G∗, G) = G.

Òåïåð ìîæåìî çàïîâíèòè ïåðøèé ïðîïóñê ó Ôóíäàìåíòàëüíié Òåîðåìi. ßêùî
çàäàíi M , P i G, òî ôîðìàëüíå îçíà÷åííÿ M [G] òàêå:

M [G] = {val(x,G): x ¹ P -iìåíåì â M}.

Õî÷åòüñÿ ñòâåðäèòè, ùî M [G] ¹ ç.ò.ì-þ, ÿêùî M ¹ òàêîþ. Îäíàê âèÿâëÿ¹òüñÿ,
ùî öå íåïðàâèëüíî áåç ïîäàëüøèõ óìîâ íà P i G. ×îìó öå òàê, ¹ íåìîþ íàñòóïíîãî
ðîçäiëó.

4. Íà¨âíà ñïðîáà äîâåñòè, ùî ZFC iñòèííà â M [G]
Ïîäàíi äîñi iäå¨ õî÷à i íåäîñòàòíi, ùîá äîâåñòè, ùî M [G] çàäîâîëüíÿ¹ ZFC,

âñå æ êóïóþòü íàì äåÿêi ç àêñiîì ZFC. Çîêðåìà, M [G] çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìè ïàðè
i îá'¹äíàííÿ ZFC. Ìè íå âèçíà÷àëè òóò öèõ àêñiîì, àëå ¨õ ëåãêî ñôîðìóëþâàòè.
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Íàïðèêëàä, ïàðóâàííÿ ãîâîðèòü, ùî äëÿ êîæíîãîX i Y âM [G] iñíó¹ Z âM [G] òàêå,
ùî XEZ i Y EZ. Ùîá çðîçóìiòè öå, ïðèïóñòèìî, ùî X i Y çíàõîäÿòüñÿ â M [G]. Çà
îçíà÷åííÿì M [G] X = val(x,G) i Y = val(y,G) äëÿ äåÿêèõ P -iìåí x i y â M . Òåïåð
ïîêëàäåìî z = {⟨x, 1⟩, ⟨y, 1⟩}. Öå ¹ P -iìåíåì, i öå òàêîæ çíàõîäèòüñÿ â M (îñòàííié
ôàêò âèìàãà¹ äîâåäåííÿ, àëå ïî ñóòi öå òîìó, ùî M çàäîâîëüíÿ¹ ïàðóâàííÿ). Òîìó
Z = val(z,G) = {X,Y } çíàõîäèòüñÿ â M [G] i ìà¹ ïîòðiáíó âëàñòèâiñòü (çãàäàéòå,
ùî �E� îçíà÷à¹ ÷ëåíñòâî). Ïàðóâàííÿ òàêå ëåãêå, ùî íàì íàâiòü íå áóëà ïîòðiáíà
áiëüøiñòü ñèëè êîíöåïöi¨ iìåí, ùîá äîâåñòè, ùî âîíî iñòèííå â M [G].

Îäíàê âèíèêà¹ ïðîáëåìà iç iíøèìè àêñiîìàìè ZFC, òàêèìè ÿê àêñiîìà ñòåïå-
íåâî¨ ìíîæèíè. Ïðèïóñòèìî, ùî X çíàõîäèòüñÿ â M [G] i íåõàé x � P -iì'ÿ â M
òàêå, ùî val(x,G) = X. Íàì ïîòðiáíî çíàéòè P -iì'ÿ â M òàêå, ùî Y = val(y,G)
ìiñòèòü êîæíó ïiäìíîæèíó X, ùî ëåæèòü â M [G]. Ïðèðîäíîþ ñïðîáîþ ¹ íàñòóïíå
îçíà÷åííÿ:

y = {⟨z, 1⟩: z ¹ P -iìåíåì â M i dom (z) ¹ ïiäìíîæèíîþ dom (x)}.

Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî Z ¹ ïiäìíîæèíîþ X â M [G]. Ìóñèòü iñíóâàòè P -iì'ÿ z
â M òàêå, ùî Z = val(z,G). Íàì áè õîòiëîñÿ ìîãòè ñêàçàòè, ùî dom (z) ìóñèòü
áóòè ïiäìíîæèíîþ dom (x), òîìó ùî òîäi val(z,G) çíàõîäèëîñü áè â Y i áóëî áè
ïî âñüîìó. Àëå, íà æàëü, öå íå îáîâ'ÿçêîâî ïðàâèëüíî. Ïðîáëåìà â òîìó, ùî z
ìîæå ìiñòèòè ìàñà �ïîòåíöiéíèõ� åëåìåíòiâ, ÿêi íå çíàõîäÿòüñÿ â dom (x), àëå âîíè
�ïðîïàäàþòü�, êîëè áðàòè çíà÷åííÿ, òîìó ùî âîíè ïîìi÷åíi åëåìåíòàìè P , ÿêi íå
çíàõîäÿòüñÿ â G. Îòîæ, çäà¹òüñÿ, ìè çàãðóçëè.

Îäíàê íå âñå âòðà÷åíî. Ðiçíi P -iìåíà â M ìîæóòü ôàêòè÷íî ìàòè îäíå i òå
ñàìå çíà÷åííÿ; õî÷à äîâiëüíå z, ÿêå íàçèâà¹ Z, ìîæå íå ìàòè îáëàñòi âèçíà÷åííÿ,
ùî ìiñòèòüñÿ â dom (x), ìîæëèâî, óâàæíèé âèáið z ìàòèìå.

Àëå ÿê ìè çíàéäåìî òàêå z? Âiäïîâiäü íà öå çàïèòàííÿ ïðèâîäèòü íàñ (íàðåøòi!)
äî êîíöåïöi¨ ôîðñèí ó, äî ÿêî¨ òåïåð i ïåðåõîäèìî.

5. Ôîðñèí 
Ùîá ïðîñóíóòèñÿ äàëi, íàì ïîòðiáíî äîñëiäèòè òó iäåþ, ùî äåÿêi ôàêòè ïðî G

ñïåöèôi÷íi äëÿ G, íàòîìiñòü iíøi ôàêòè �iñòèííi âçàãàëi�. Íàïðèêëàä, ÷è ïîðîæíÿ
ìíîæèíà ¹ ÷ëåíîì G, ÷è íå ¹, ¹ ÷èìîñü, ùî äóæå ñïåöèôi÷íå äëÿ G. Íà âiäìiíó âiä
öüîãî, ðîçãëÿíåìî íàñòóïíå òâåðäæåííÿ: ßêùî ïîðîæíÿ ìíîæèíà ¹ ÷ëåíîì G, òî
G ¹ íåïîðîæíüîþ. Öå ìîæíà ñêàçàòè ïðî G ∗áåç∗ çíàííÿ áóäü-÷îãî ñïåöèôi÷íîãî
ïðî G. Òðîøêè ìåíø òðèâiàëüíèé ïðèêëàä: ìîæåìî òàêîæ ñêàçàòè, ùî ÿêùî ω ¹
÷ëåíîì G, òî îá'¹äíàííÿ âñiõ ÷ëåíiâ G ¹ íåñêií÷åííîþ ìíîæèíîþ. Çàãàëüíiøå, áåç
áóäü-ÿêîãî çíàííÿ ôàêòiâ, ùî ¹ êîíêðåòíèìè äëÿ G, ìîæëèâî áóäóâàòè äîñòàòíüî
ñêëàäíi òâåðäæåííÿ âèãëÿäó �∗ßêùî∗ G ìiñòèòü ïåâíèé åëåìåíò p, ∗òî∗ ìóñèòü
áóòè iñòèííèì òå i òå�. Òåïåð âèçíà÷èìî ôîðñèí :

Íåõàé p � åëåìåíò P i íåõàé ϕ � áóäü-ÿêå âèñëîâëåííÿ, iìåííèêè ÿêîãî
¹ P -iìåíàìè. Òîäi êàæåìî, ùî �p |= ϕ� (÷èòà¹òüñÿ òàê: �p âèìóøó¹ ϕ�),
ÿêùî äëÿ áóäü-ÿêî¨ ïiäìíîæèíè G ìíîæèíè P (ùî çàäîâîëüíÿ¹ ïåâíi
òåõíi÷íi óìîâè), òå, ùî p ¹ ÷ëåíîì G, òÿãíå, ùî ϕ iñòèííå â M [G] (òîáòî
ϕ iñòèííå, êîëè iìåíà çàìiíåíi ¨õíiìè çíà÷åííÿìè).

Öå îçíà÷åííÿ âèìàãà¹ äåÿêîãî ïîÿñíåííÿ. Ïî-ïåðøå, ôàêòè÷íî öå íå ¹ îçíà-
÷åííÿ ôîðñèí ó, ïîêè íå âñòàâëåíi òåõíi÷íi óìîâè (ïîâåðíåìîñÿ äî öüîãî ïiçíiøå;
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ïîêè ùî ïðîiãíîðó¹ìî öå). Ãîëîâíà ÷àñòèíà îçíà÷åííÿ íàéêðàùå ïðîÿñíþ¹òüñÿ íà
ïðèêëàäi. Ïèøåìî 0 äëÿ ïîðîæíüî¨ ìíîæèíè i íåõàé G∗ � êàíîíi÷íå iì'ÿ G. Íåõàé
ϕ � âèñëîâëåííÿ �G∗ ¹ íåïîðîæíiì�. Òîäi �0 |= ϕ� ñòâåðäæó¹, ùî äëÿ áóäü-ÿêîãî G
òå, ùî 0 ¹ ÷ëåíîì G, òÿãíå íàñòóïíå òâåðäæåííÿ: �G ¹ íåïîðîæíiì� (òóò ó ϕ iì'ÿ
G∗ çàìiíåíå éîãî çíà÷åííÿì G). Öå ïðàâèëüíî. Ç iíøîãî áîêó, ÿêùî ω∗ ¹ êàíîíi-
÷íèì iìåíåì ω, òî ìè áè íå ñïîäiâàëèñÿ, ùî �0 |= ω∗ çíàõîäèòüñÿ â G∗� ¹ iñòèííèì;
òîáòî ìè íå ñïîäiâà¹ìîñÿ íà òîé ôàêò, ùî òå, ùî 0 çíàõîäèòüñÿ â G, òÿãíå, ùî ω
çíàõîäèòüñÿ â G, òîìó ùî äåÿêi G ìîãëè áè ìiñòèòè 0, àëå íå ω.

ßê öÿ êîíöåïöiÿ äîïîìàãà¹ íàì? Ïîâåðíåìîñÿ äî ïðîáëåìè ó ïîïåðåäíüîìó
ðîçäiëi äîâåäåííÿ òîãî, ùî M [G] çàäîâîëüíÿ¹ àêñiîìó ñòåïåíåâî¨ ìíîæèíè. Iç òèìè
ñàìèìè ïîçíà÷åííÿìè, ÿêi áóëè âæèòi òàì, ïðèïóñòèìî, ùî ìè òåïåð âèçíà÷à¹ìî
z′ òàê:

z′ = {⟨q, r⟩: q çíàõîäèòüñÿ â dom (x) i r |= �q çíàõîäèòüñÿ â z�}.

Çà îçíà÷åííÿì dom (z′) ¹ ïiäìíîæèíîþ dom (x). Ùî òàêå val(z′, G)? Íó äîáðå, öå
âèçíà÷à¹òüñÿ òèì, ÿêi �ìiòêè� çíàõîäÿòüñÿ â G. Àëå çàçíà÷èìî, ùî çà îçíà÷åííÿì
ôîðñèí ó, ÿêùî r çíàõîäèòüñÿ â G, òî val(q,G) çíàõîäèòüñÿ â val(z,G) = Z. Òîìó
val(z′, G) ¹ ïiäìíîæèíîþ Z.

Öå ïðîãðåñ, àëå òå, ùî ìè íàñïðàâäi õî÷åìî � öå ùîá val(z′, G) ôàêòè÷íî áóëî
ðiâíèì Z, à öå âçàãàëi íå ÿñíî. Ùî íàì ïîòðiáíî, ùîá äîâåñòè, ùî val(z′, G) = Z,
öå òå, ùî äëÿ êîæíîãî Q â Z ¹ P -iì'ÿ q äëÿ Q â dom (x) i P -iì'ÿ r â G òàêi, ùî
r |= �q çíàõîäèòüñÿ â z�. Çíàõîäæåííÿ ïiäõîäÿ÷îãî q âèÿâëÿ¹òüñÿ íå äóæå âàæêèì,
àëå iñíóâàííÿ r íå òàêå ÿñíå; òå, ùî íàì ïîòðiáíî � öå òåîðåìà, ùî äëÿ êîæíîãî
òâåðäæåííÿ ϕ (òàêîãî ÿê �Q çíàõîäèòüñÿ â Z�), ÿêå ôàêòè÷íî iñòèííå â M [G] äëÿ
êîíêðåòíîãî G, ¹ äåÿêèé åëåìåíò r òîãî êîíêðåòíîãî G òàêèé, ùî ïðîñòîãî çíàííÿ
òîãî, ùî r çíàõîäèòüñÿ â G, äîñòàòíüî, ùîá âèñíóâàòè, ùî ϕ iñòèííå ïðî G. Öå íå
çäà¹òüñÿ ïðàâäîïîäiáíèì. Âçàãàëi, çíàííÿ òiëüêè îäíîãî åëåìåíòà G íå ãîâîðèòü
íàì äóæå áàãàòî ïðî G.

Îäíàê ìîæíà íàëàãîäèòè öþ ïðîáëåìó, ÿêùî îáìåæèòè, ùîá G i P ìàëè ïåâíó
ñòðóêòóðó, òàê ùîá äåÿêi åëåìåíòè r iç G áóëè �áiëüø iíôîðìàòèâíèìè�, íiæ iíøi,
òîáòî çíàííÿ, ùî r çíàõîäèòüñÿ â G, ãîâîðèòü íàì áiëüøå ïðî G, íiæ çíàííÿ, ùî
äåÿêèé iíøèé åëåìåíò p çíàõîäèòüñÿ â G. Íàéïðîñòiøèé ñïîñiá äîñÿãòè öüîãî � íà-
êëàñòè ÷àñòêîâå âïîðÿäêóâàííÿ < íà P (iç �1� ÿê ¹äèíèì ìàêñèìàëüíèì åëåìåíòîì)
i âèìàãàòè âiä G áóòè ∗ôiëüòðîì∗, òîáòî ùîá G ìàëî äâi íàñòóïíi âëàñòèâîñòi:

1. ßêùî r çíàõîäèòüñÿ â G i r ≤ p, òî p òàêîæ çíàõîäèòüñÿ â G;
2. Äëÿ êîæíîãî p i q â G iñíó¹ r â G òàêå, ùî r ≤ p i r ≤ q.
Ïåðøà ç öèõ óìîâ  àðàíòó¹, ùî çíàííÿ, ùî äåÿêèé åëåìåíò r çíàõîäèòüñÿ â G,

ãîâîðèòü íàì íå òiëüêè òå, ùî r çíàõîäèòüñÿ â G, àëå é ùî êîæíèé åëåìåíò ≥ r
òàêîæ çíàõîäèòüñÿ â G. Îòîæ, r ¹ �áiëüø iíôîðìàòèâíèì�, íiæ p, ÿêùî r ≤ p. Ïðî
äðóãó óìîâó ìîæíà äóìàòè ÿê ñõîïëåííÿ iäå¨, ùî äëÿ áóäü-ÿêèõ äâîõ åëåìåíòiâ p
i q ¹ äåÿêèé åëåìåíò r, ÿêèé ¹ ïðèíàéìíi òàê ñàìî iíôîðìàòèâíèé, ÿê p i q ðàçîì.
ßêùî ìè çáèðà¹ìîñÿ íàïîëÿãàòè íà òîìó, ùîá äèâèòèñÿ òiëüêè íà îêðåìi åëåìåíòè
G, ùîá äiñòàòè iíôîðìàöiþ ïðî G, òî çðîçóìiëî, ùî âîíà ¹ êîðèñíîþ óìîâîþ äëÿ
íàêëàäàííÿ.

ßêùî òåïåð âèïðàâèòè íàøå îçíà÷åííÿ |=, âñòàâëÿþ÷è òåõíi÷íi óìîâè, ùî P
ïîâèííà áóòè ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíîþ ìíîæèíîþ i G ïîâèííà áóòè ôiëüòðîì, òî
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öå äà¹ íàì áiëüøå íàäi¨ áóòè çäàòíèìè çíàéòè r â G òàêå, ùî r |= �Q çíàõîäèòüñÿ
â Z�. Íà æàëü, íàâiòü óìîâà áóòè ôiëüòðîì âèÿâëÿ¹òüñÿ íåäîñòàòíüî õîðîøîþ.
Iíòó¨òèâíî ïðè÷èíà â òîìó, ùî îñêiëüêè P ìîæå áóòè íåñêií÷åííîþ, íåìà¹  àðàíòi¨,
ùî äëÿ äîâiëüíîãî òâåðäæåííÿ ϕ, ÿêå ùîñü ñòâåðäæó¹ ïðî G, iñíóâàòèìå r â G,
ÿêå äàñòü íàì äîñòàòíüî iíôîðìàöi¨, ùîá âèðiøèòè ϕ. Ìè ìîãëè áè ñïðîáóâàòè
çíàõîäèòè âñå ìåíøi i ìåíøi r-êè ó ÷àñòêîâîìó âïîðÿäêóâàííi, ùî äàâàòèìå íàì
âñå áiëüøå i áiëüøå iíôîðìàöi¨, àëå ìè íiêîëè íå çìîæåìî çíàéòè îäíîãî, ùî ñêàçàëî
áè íàì òå, ùî íàì ïîòðiáíî çíàòè.

Íàñòóïíà óìîâà íà G âèðiøèòü öþ ïðîáëåìó. Âèçíà÷èìî ïiäìíîæèíó D ìíî-
æèíè P ÿê �ùiëüíó�, ÿêùî äëÿ êîæíîãî p â P iñíó¹ q â D òàêå, ùî q ≤ p. Ôiëüòð
G ¹ �çàãàëüíèì�, ÿêùî âií ïåðåòèíà¹ êîæíó ùiëüíó ïiäìíîæèíó.

Òåïåð ìîæíà äîâåñòè, ùî ÿêùî ìè âèìàãà¹ìî, ùîá P áóëà ÷àñòêîâî óïîðÿä-
êîâàíîþ ìíîæèíîþ iç ¹äèíèì ìàêñèìàëüíèì åëåìåíòîì 1 i âèçíà÷à¹ìî �p |= ϕ�
ÿê òàêå, ùî îçíà÷à¹, ùî äëÿ âñiõ çàãàëüíèõ ôiëüòðiâ G â P ϕ iñòèííå â M [G], òî
ïðàâèëüíå òàêå:

1-é ôàêò ïðî ôîðñèí . Çàôiêñó¹ìî êîíêðåòíèé çàãàëüíèé ôiëüòð G íà P .
Òîäi äëÿ áóäü-ÿêîãî ϕ, ÿêå iñòèííå â M [G], iñíó¹ r â G òàêå, ùî r |= ϕ.

ßêùî òåïåð ïîâåðíóòèñÿ íàçàä äî ñïðîáè äîâåñòè àêñiîìó ñòåïåíåâî¨ ìíîæèíè,
òî áà÷èìî, ùî 1-é ôàêò ïðî ôîðñèí  � öå ïðîñòî òå, ùî íàì ïîòðiáíî, ùîá äîâå-
ñòè, ùî val(z′, G) = Z. �äèíà ði÷, ÿêó ùå òðåáà äîâåñòè � öå òå, ùî z′ ôàêòè÷íî
çíàõîäèòüñÿ â M . Äëÿ öüîãî íàì ïîòðiáíî òàêå:

2-é ôàêò ïðî ôîðñèí . |= âèçíà÷óâàíå â M .
Íå ñêàæåìî òî÷íî, ùî îçíà÷à¹ 2-é ôàêò ïðî ôîðñèí , àëå iíòó¨òèâíî âií ñòâåð-

äæó¹, ùî íàâiòü, ÿêùî ìè äîäàìî ïîái÷íi óìîâè (÷àñòêîâèé ïîðÿäîê, çàãàëüíèé
ôiëüòð), òî îçíà÷åííÿ |= ¹ âñå ùå äîñòàòíüî çàãàëüíèì òàê, ùî âîíî íå âèìàãà¹
áóäü-ÿêîãî ñïåöèôi÷íîãî çíàííÿ G; òîìó ìíîæèíè, ïîäiáíi äî z′, ÿêi âèçíà÷åíi,
âèêîðèñòîâóþ÷è |=, âñå ùå ëåæàòü âñåðåäèíi M .

Äîâåäåííÿ 1-ãî i 2-ãî ôàêòiâ ïðî ôîðñèí  íåëåãêå, íàâiòü ïiñëÿ òîãî, ÿê âñi
âèùåçàçíà÷åíi îçíà÷åííÿ (ç ÿêèìè ñàìèìè íåëåãêî ðîçiáðàòèñÿ!) áóëè íàäàíi. Òóò
âiäñèëà¹ìî äî ïîäðîáèöü ó êíèçi Êîåíà [Ko] àáî Êóíåíà [Ku]. Ïîòðiáíà ðîáîòà,
ùî äîâåñòè ¨õ, îäíàê âiääÿ÷èòü âåëèêèìè äèâiäåíäàìè. Ìîæíà áóäå äîâåñòè, ùî íå
òiëüêè àêñiîìà ñòåïåíåâî¨ ìíîæèíè, à é âñi iíøi àêñiîìè ZFC iñòèííi âM [G], ïðîñòî
âèêîðèñòîâóþ÷è äâà ôàêòè ïðî ôîðñèí  (íàâiòü áåç çàíóðåííÿ â äîâåäåííÿ ñàìèõ
ôàêòiâ), i äîòðèìóþ÷èñü ïîäiáíîãî çðàçêà äî íàøîãî äîâåäåííÿ àêñiîìè ñòåïåíåâî¨
ìíîæèíè. Îòîæ, Ôóíäàìåíòàëüíà òåîðåìà äîâåäåíà! Äëÿ çðó÷íîñòi ïåðåôîðìóëþ-
¹ìî ¨¨ iç âñiìà çàïîâíåíèìè ïðîïóñêàìè:

Ôóíäàìåíòàëüíà Òåîðåìà. ßêùî M ¹ ç.ò.ì.-þ, P � ÷àñòêîâî âïîðÿäêîâàíîþ
ìíîæèíîþ â M iç ¹äèíèì ìàêñèìàëüíèì åëåìåíòîì 1 i G � íåïîðæíiì çàãàëüíèì
ôiëüòðîì P , òî ìíîæèíà M [G] = {val(x,G): x ¹ P -iìåíåì â M} òàêîæ ¹ ç.ò.ì.-þ.

6. Çíîâó äî ¬CH
Òåïåð ïîäèâèìîñÿ, ÿê çàñòîñóâàòè Ôóíäàìåíòàëüíó Òåîðåìó äî êîíòèíóóì-ãiïî-

òåçè. Ïåðøà íàøà äóìêà ìîãëà áè áóòè òàêà � âçÿòè P ÿê ìíîæèíó âñiõ âïîðÿäêî-
âàíèõ ïàð ⟨x, y⟩ iç x â k×ω i y â 2, ñïîäiâàþ÷èñü, ùî G ìîæíà âèáðàòè ÿê ôóíêöiþ
iç k × ω â 2. Îäíàê öå íåäîñòàòíüî ñïðàöþ¹, òîìó ùî ÷ëåíè ôóíêöi¨ ¹ âïîðÿäêî-
âàíèìè ïàðàìè, i íiÿêà êîíêðåòíà âïîðÿäêîâàíà ïàðà íå ¹ �áiëüø iíôîðìàòèâíîþ�
ïðî ôóíêöiþ, íiæ áóäü-ÿêà iíøà âïîðÿäêîâàíà ïàðà.
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Ç äðóãîãî áîêó, ∗âåëèêi∗ ïiäìíîæèíè âïîðÿäêîâàíèõ ïàð íåñóòü áiëüøå iíôî-
ðàöi¨, íiæ ìåíøi ïiäìíîæèíè, òîìó öå íàòÿê, ùî íàì ñëiä �ïåðåéòè äî ñòåïåíåâî¨
ìíîæèíè�. Òî÷íiøå, íåõàé P � ìíîæèíà âñiõ ñêií÷åííèõ ÷àñòêîâèõ ôóíêöié iç k×ω
â 2, òîáòî ôóíêöié iç iç ñêií÷åííî¨ ïiäìíîæèíè k×ω â 2. ×àñòêîâî âïîðÿäêó¹ìî öi
ôóíêöi¨ çà îáåðíåíèì âêëþ÷åííÿì, òîáòî f ≤ g, ÿêùî ìíîæèíà âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ
ïàð â g ìiñòèòüñÿ ó ìíîæèíi âñiõ âïîðÿäêîâàíèõ ïàð f . Òåïåð íåñêëàäíî çðîçóìiòè,
ùî äëÿ êîæíîãî y â k×ω ìíîæèíà Dy âñiõ åëåìåíòiâ P , ÿêi âèçíà÷åíi íà y (òîáòî,
ùî ìiñòÿòü y ÿê ÷àñòèíó ¨õíüî¨ îáëàñòi âèçíà÷åííÿ), ¹ ùiëüíîþ. Òîìó ÿêùî G ¹
çàãàëüíèì ôiëüòðîì â P , G ìóñèòü ïåðåòíóòè êîæíó òàêó Dy, i îá'¹äíàííÿ âñiõ
åëåìåíòiâ G áóäå ∗ñóêóïíîþ∗ ôóíêöi¹þ iç k × ω â 2. Ôóíäàìåíòàëüíà Òåîðåìà ãî-
âîðèòü íàì, ùî ìîæíà óñïiøíî �âñòàâèòè� öþ ôóíêöiþ, ÿêî¨ áðàêóâàëî, â M , ÿêùî
¨¨ âæå òàì íå áóëî. Êðiì òîãî, òîé ôàêò, ùî G ¹ çàãàëüíèì, äà¹ íàì àâòîìàòè÷íî,
ÿê áîíóñ, òîé ôàêò, ùî êîæíà iç k ôóíêöié iç ω â 2 ¹ âiäìiííîþ! (Ïîäèâiòüñÿ, ÷è âè
çìîæåòå äîâåñòè öå, áóäóþ÷è ïiäõîäÿ÷ó ùiëüíó ïiäìíîæèíó â P . Âiäïîâiäü ìîæíà
ïîäèâèòèñÿ ó [Ku].) Íåìà¹ ïîòðåáè âìiëî âèáèðàòè �ïðàâèëüíèé� çàãàëüíèé ôiëüòð;
ó öüîìó âèïàäêó ñïðàöþ¹ áóäü-ÿêèé çàãàëüíèé ôiëüòð.

×è ìè çàêií÷èëè? Íó, ìàéæå ... ¹ ùå äâà ïóíêòè, ïðî ÿêi òðåáà ïîòóðáóâàòèñÿ.
Íàñàìïåðåä, ìè ùå íå âñòàíîâèëè, ùî çàãàëüíi ôiëüòðè iñíóþòü. Öå âèÿâëÿ¹òüñÿ
íåñêëàäíèì äëÿ äîâåäåííÿ, àëå öå ñïðàâäi çàëåæèòü âiä çëi÷åííîñòi M (îñü äå çëi-
÷åííiñòüM âèÿâëÿ¹òüñÿ âàæëèâîþ). Ïî ñóòi, iç-çà çëi÷åííîñòi ìîæíà çàíóìåðóâàòè
âñi ùiëüíi ïiäìíîæèíè i âèáðàòè îäíó ç êîæíî¨; ôiëüòð, ïîðîäæåíèé âñiìà öèìè
åëåìåíòàìè, i áóäå çàãàëüíèì.

Äðóãèé ïóíêò áiëüø ñóòò¹âèé. Çðîçóìiëî, ÷îìó Êîåí çìiã ðîçðîáèòè ôîðñè-
í , äîâåñòè Ôóíäàìåíòàëüíó Òåîðåìó, i âñå òàêè íå äîñÿãòè óñïiõó ó äîâåäåííi
÷îãî-íåáóäü-íîâîãî ïðî êîíòèíóóì-ãiïîòåçó! Ïðè÷èíà â òîìó, ùî íiùî â çàãàëüíèõ
ðàìêàõ ôîðñèí ó íå  àðàíòó¹, ùî â M [G] êàðäèíàë k âñå ùå áóäå ðiâíèì ω2. Áóòè
êàðäèíàëîì � íå ¹ àáñîëþòíîþ âëàñòèâiñòþ, òîìó âåëèêi êàðäèíàëè ìîæóòü �êîëà-
ïñóâàòè� (îáðóøóâàòèñü) ó íèæ÷i êàðäèíàëè, êîëè ïåðåõîäèìî äî M [G]. Ïðè÷èíà
â òîìó, ùî äîïîìiæíi ìíîæèíè â M [G] ìîæóòü âêëþ÷àòè ái¹êöiþ ìiæ k i ìåíøèì
êàðäèíàëîì. Ïðîòå, íà ùàñòÿ äëÿ Êîåíà, ìîæíà äîâåñòè, ùî êàðäèíàëüíèé êîëàïñ
íå âèíèêà¹ äëÿ êîíêðåòíîãî P , îïèñàíîãî âèùå. Äåòàëi äèâ. ó [Ku].

Îäíîþ ç ïðè÷èí, ç ÿêèõ ìîæíà áóòè íåçàäîâîëåíèì öèì âèêëàäåííÿì, ¹ òå,
ùî îçíà÷åííÿ �p |= ϕ� i �G ¹ çàãàëüíèì ôiëüòðîì� âñå ùå çäàþòüñÿ âèòÿãíóòè-
ìè ç êàïåëþõà, õî÷à îäåðæó¹òüñÿ íàâiòü ïåâíà àïîñòåðiîðíà iíòó¨öiÿ ïðî òå, ÷îìó
êîæíà ç ÷àñòèí îçíà÷åííÿ ¹ âàæëèâîþ. Íàñïðàâäi iñíóþòü àëüòåðíàòèâíi ïiäõî-
äè äî ôîðñèí ó, íàïðèêëàä, âèêîðèñòîâóþ÷è �áóëåâî-çíà÷íi ìîäåëi� (äèâ. [KK] àáî
ñòèñëî [Ch1]). Öå äåùî áiëüø iíòó¨òèâíî, òîìó ùî òà iäåÿ, ùî äåÿêi âëàñòèâîñòi
âèìàãàþòü áiëüøå �êîíêðåòíî¨ iíôîðìàöi¨ ïðî G�, ùîá áóòè âèðiøåíèìè, �ïðÿìî�
çàêîäîâó¹òüñÿ, òîáòî ìè áåðåìî ìíîæèíó âñiõ òâåðäæåíü i íàêëàäà¹ìî íà öþ ìíî-
æèíó ÷àñòêîâèé ïîðÿäîê. Êîíöåïöiÿ çàãàëüíîãî ôiëüòðà ñòà¹ ïðîñòiøîþ (ïî ñóòi,
ôiëüòð ñòà¹ �óëüòðàôiëüòðîì� ó ïîâíié áóëåâié àëãåáði). Îäíàê ó öüîìó ïiäõîäi
ïîòðiáíî çàäiþâàòè iäåþ âêëàäåííÿ ÷àñòêîâèõ ïîðÿäêiâ ó ïîâíó áóëåâó àëãåáðó;
íåìà¹ óïåâíåíîñòi, ÿê öå ìîòèâóâàòè?
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�8. Ñþððåàëüíi ÷èñëà

Ïîáóäîâó ñþððåàëüíèõ ÷èñåë çäiéñíèâ Ä.Êîíâåé ó 1974 ð. Ó õóäîæíié ôîð-
ìi íîâà ìàòåìàòè÷íà iäåÿ áóëà ïðåäñòàâëåíà ó êíèçi Êîíâåÿ (ùî ïðèäóìàâ iäåþ) i
Ä.Êíóòà (ÿêèé çàïðîïîíóâàâ öåé òåðìií) ó òîìó æ ðîöi. Ó 1976ð. Êîíâåé îïóáëiêó-
âàâ êíèãó [C], äå âèêîðèñòàâ öi ÷èñëà äëÿ àíàëiçó iãîð. Îñíîâíà iäåÿ ñþððåàëüíèõ
÷èñåë ïîäiáíà äî äåäåêiíäîâèõ ïåðåðiçiâ. Áóäó¹ìî íîâi ÷èñëà, ïðåäñòàâëÿþ÷è ¨õ
äâîìà ìíîæèíàìè ÷èñåë, L i R, ùî íàáëèæàþòü íîâå ÷èñëî; ìíîæèíà L ìiñòèòü
ìíîæèíó ÷èñåë ïiä íîâèì ÷èñëîì, à ìíîæèíà R � íàä. Òàêå íàáëèæåííÿ çàïèñóâà-
òèìåìî {L|R}. Íà L i R íå íàêëàäà¹òüñÿ íiÿêèõ îáìåæåíü, êðiì òîãî, ùî êîæíèé
åëåìåíò L ïîâèíåí áóòè ìåíøèé, íiæ áóäü-ÿêå ÷èñëî â R. Íàïðèêëàä, {{1, 2}|{5, 8}}
� ïðàâèëüíà ïîáóäîâà ïåâíîãî ÷èñëà ìiæ 2 i 5. (ßêîãî ñàìå i ÷îìó, áóäå ïîÿñíåíî
ïiçíiøå.) Ìíîæèíàì äîçâîëÿ¹òüñÿ áóòè ïîðîæíiìè. Íåôîðìàëüíîþ iíòåðïðåòàöi¹þ
ïàðè {L|{}} áóäå �÷èñëî, âèùå íiæ áóäü-ÿêå ÷èñëî â L�, à {{}|R} � �÷èñëî, íèæ÷å
íiæ áóäü-ÿêèé åëåìåíò â R�. Öå ïðèâîäèòü äî ïðàâèëà:

Ïðàâèëî ïîáóäîâè. ßêùî L i R � äâi ìíîæèíè ñþððåàëüíèõ ÷èñåë i íi îäèí
÷ëåí R íå ¹ ìåíøèé íiæ àáî ðiâíèé äî áóäü-ÿêîãî ÷ëåíà L, òî {L|R} ¹ ñþððåàëüíèì
÷èñëîì.

Äëÿ ñþððåàëüíîãî ÷èñëà x = {XL|XR} ìíîæèíè XL i XR íàçèâàþòüñÿ ëiâîþ
ìíîæèíîþ x i ïðàâîþ ìíîæèíîþ x âiäïîâiäíî. Ùîá óíèêàòè íàäìiðó äóæîê, ïèñà-
òèìåìî {{a, b, ...}|{x, y, ...}} ïðîñòî ÿê {a, b, ...|x, y, ...} i {{a}|{}} � ÿê {a|}, à {{}|{a}}
� ÿê {|a}.

Ïðàâèëî ïîáóäîâè çàëåæèòü âiä âiäíîøåííÿ �ìåíøå íiæ àáî ðiâíå� (çàïèñó¹òüñÿ
≤) ìiæ ñþððåàëüíèìè ÷èñëàìè. Âîíî çàäà¹òüñÿ ïðàâèëîì:

Ïðàâèëî ïîðiâíÿííÿ. Äëÿ ñþððåàëüíèõ ÷èñåë x = {XL|XR} i y = {YL|YR}
âèêîíó¹òüñÿ x ≤ y, ÿêùî i òiëüêè ÿêùî y íå ¹ ìåíøèé àáî ðiâíèé äî æîäíîãî ÷ëåíà
XL i íi îäèí ÷ëåí YR íå ¹ ìåíøèé àáî ðiâíèé x.

Ïðàâèëî ïîðiâíÿííÿ ¹ ðåêóðñèâíå, òîìó íàì ïîòðiáíà äåÿêà ôîðìà ìàòåìàòè-
÷íî¨ iíäóêöi¨, ùîá âîíî áóëî ïðàâèëüíî âèçíà÷åíå. Î÷åâèäíèì êàíäèäàòîì ¹ ñêií-
÷åííà iíäóêöiÿ, ùî äîçâîëèòü ïîðîäèòè âñi ÷èñëà, ÿêi ìîæíà ïîáóäóâàòè, çàñòî-
ñîâóþ÷è ïðàâèëî ïîáóäîâè ñêií÷åííå ÷èñëî ðàçiâ. Áiëüøà ãíó÷êiñòü äîñÿãà¹òüñÿ ç
âèêîðèñòàííÿì òðàíñôiíiòíî¨ iíäóêöi¨, ÿê ïîáà÷èìî íèæ÷å.

ßêùî ìè õî÷åìî, ùîá ïîðîäæåíi ÷èñëà ïðåäñòàâëÿëè ÷èñëà, òî âïîðÿäêóâàííÿ,
ùî âèçíà÷åíå íà íèõ, ïîâèííî áóòè ëiíiéíèì ïîðÿäêîì (òîáòî ðåôëåêñèâíèì, òðàí-
çèòèâíèì i àíòèñèìåòðè÷íèì). Îäíàê âiäíîøåííÿ ≤ âèçíà÷à¹ òiëüêè ïåðåäïîðÿäîê
(ðåôëåêñèâíå i òðàíçèòèâíå), òîáòî âîíî íå ¹ àíòèñèìåòðè÷íèì. Ùîá âèïðàâèòè
öåé íåäîëiê, âèçíà÷à¹ìî áiíàðíå âiäíîøåííÿ == íàä ïîðîäæåíèìè ñþððåàëüíèìè
÷èñëàìè òàê, ùî

x == y ÿ.ò.ÿ. x ≤ y i y ≤ x.

Îñêiëüêè öå âèçíà÷à¹ âiäíîøåííÿ åêâiâàëåíòíîñòi (òîáòî ðåôëåêñèâíå, ñèìåòðè-
÷íå i òðàíçèòèâíå), òî âïîðÿäêóâàííÿ íà öèõ êëàñàõ åêâiâàëåíòíîñòi áóäå ëiíiéíèì
ïîðÿäêîì. Òëóìà÷åííÿ öüîãî òàêå, ùî ÿêùî x i y â òîìó ñàìîìó êëàñi åêâiâàëåí-
òíîñòi, òî âîíè ôàêòè÷íî ïðåäñòàâëÿþòü òå ñàìå ÷èñëî. Êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi, äî
ÿêîãî íàëåæèòü x, ïîçíà÷à¹òüñÿ [x].

Òåïåð ðîçãëÿíåìî äåÿêi ïðèêëàäè i ïîäèâèìîñÿ, ÿê ÷èñëà ïîâîäÿòüñÿ ïðè âïî-
ðÿäêóâàííi. Íàéïðîñòiøèé ïðèêëàä, çâiñíî, òàêèé:
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{|}, òîáòî {{}|{}},

ÿêèé áóäó¹òüñÿ âçàãàëi áåç iíäóêöi¨. Íàçâåìî öå ÷èñëî 0, à êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi
[0] çàïèñóâàòèìåìî ïðîñòî 0. Çàñòîñîâóþ÷è ïðâèëî ïîáóäîâè, ìîæåìî ðîçãëÿíóòè
íàñòóïíi òðè ÷èñëà:

{0|}, {|0}, i {0|0}.

Îñòàíí¹ ÷èñëî íå ¹ ïðàâèëüíèì, òîìó ùî 0 ≤ 0. Ðîçãëÿíóâøè âïîðÿäêóâàííÿ ïðà-
âèëüíèõ ñþððåàëüíèõ ÷èñåë, áà÷èìî, ùî

{|0} < 0 < {0|},

äå x < y ïîçíà÷à¹, ùî x ≤ y, àëå íå y ≤ x. Ìè áóäåìî ïîñèëàòèñÿ íà {|0} i {0|} ÿê
íà −1 i 1 âiäïîâiäíî, à âiäïîâiäíi êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi ïîçíà÷àòèìåìî òàê ñàìî.
Ïîêè ùî êîæíèé êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi ìiñòèòü ëèøå ïî îäíîìó åëåìåíòó i ìîæíà
çàïèñàòè

[{|0}] < [0] < [{0|}],

àáî íàâiòü
−1 < 0 < 1.

ßêùî çàñòîñóâàòè ïðàâèëî ïîáóäîâè ùå ðàç, îäåðæèìî íàñòóïíó âïîðÿäêîâàíó
ìíîæèíó:

{| − 1} == {| − 1, 0} == {| − 1, 1} == {| − 1, 0, 1}
< {|0, 1} == [−1]
< {−1|0} == {−1|0, 1}
< {−1|} == {|1} == {−1|1} == [0]
< {0|1} == {−1, 0|1}
< {−1, 0|} == [1]
< {1|} == {0, 1|} == {−1, 1|} == {−1, 0, 1|}.

Ìîæåìî çàóâàæèòè, ùî:

1. Ìè çíàéøëè ÷îòèðè íîâi êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi: [{| − 1}], [{−1|0}], [{0|1}] i
[{1|}].

2. Âñi êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi òåïåð ìiñòÿòü áiëüøå íiæ îäèí åëåìåíò.

3. Êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi ÷èñëà çàëåæèòü òiëüêè âiä ìàêñèìàëüíîãî åëåìåíòà éî-
ãî ëiâî¨ ìíîæèíè i ìiíiìàëüíîãî åëåìåíòà ïðàâî¨ ìíîæèíè.

Ïåðøå ñïîñòåðåæåííÿ ïiäíiìà¹ ïèòàííÿ iíòåðïðåòàöi¨ öèõ íîâèõ êëàñiâ åêâiâà-
ëåíòíîñòi. Îñêiëüêè íåôîðìàëüíîþ iíòåðïðåòàöi¹þ {| − 1} ¹ ÷èñëî ïðîñòî ïåðåä
−1, òî íàçâåìî éîãî −2 i ïîçíà÷èìî êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi òàê ñàìî. Ç ïîäiáíî¨ ïðè-
÷èíè íàçâåìî {1|} ÷èñëîì 2. ×èñëî {−1|0} � öå ÷èñëî ìiæ -1 i 0 i íàçâåìî éîãî −1

2 .
Íàðåøòi, íàçâåìî {0|1} ÷èñëîì 1

2 . Âèïðàâäàííÿ äëÿ òàêèõ íàçâ áóäå äàíî âiäðàçó
ïiñëÿ òîãî ÿê ìè âèçíà÷èìî äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ.

Äðóãå ñïîñòåðåæåííÿ ïiäíiìà¹ ïèòàííÿ, ÷è ìîæíà çàìiíèòè ñþððåàëüíi ÷èñëà
¨õíiìè êëàñàìè åêâiâàëåíòíîñòi. Íà ùàñòÿ, âiäïîâiäü �òàê�, òîìó ùî ìîæíà ïîêàçà-
òè, ùî
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ÿêùî [XL] = [YL] i [XR] = [YR], òî [{XL|XR}] = [{YL|YR}],

äå [X] ïîçíà÷à¹ {[x]|x â X}. Òîìó îïèñ âïîðÿäêîâàíî¨ ìíîæèíè âèùå ìîæíà ïå-
ðåïèñàòè òàê:

−2 < −1 < −1

2
< 0 <

1

2
< 1 < 2.

Òðåò¹ ñïîñòåðåæåííÿ ïîøèðþ¹òüñÿ íà âñi ñþððåàëüíi ÷èñëà iç ñêií÷åííèìè ëi-
âèìè i ïðàâèìè ìíîæèíàìè. Äëÿ íåñêií÷åííèõ ëiâî¨ àáî ïðàâî¨ ìíîæèíè âîíî ïðà-
âèëüíå ó çìiíåíié ôîðìi, áî íåñêií÷åííi ìíîæèíè ìîæóòü íå ìiñòèòè ìàêñèìàëü-
íîãî àáî ìiíiìàëüíîãî åëåìåíòà. Òîìó ÷èñëî {{1, 2}|{5, 8}} åêâiâàëåíòíå äî {2, 5},
ÿêå áóäå îá÷èñëåíî òî÷íî íèæ÷å.

Îá÷èñëåííÿ iç ñþððåàëüíèìè ÷èñëàìè. Äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ ñþððåàëü-
íèõ ÷èñåë âèçíà÷àþòüñÿ íàñòóïíèìè òðüîìà ïðàâèëàìè:

Äîäàâàííÿ

x+ y = {XL|XR}+ {YL|YR} = {XL + y ∪ x+ YL|XR + y ∪ x+ YR},
äå X + y = {x+ y|x â X} i x+ Y = {x+ y|y â Y }.
Ïðîòèëåæíèé åëåìåíò

−x = −{XL|XR} = {−XR| −XL},
äå −X = {−x|x â X}.
Ìíîæåííÿ

xy = {XL|XR}{YL|YR} =
{(XLy+xYL−XLYL)∪ (XRy+xYR−XRYR)|(XLy+xYR−XLYR)∪ (XRy+xYL−

XRYL)},
äå XY = {xy|x â X i y â Y }, Xy = X{y} i xY = {x}Y .
Ìîæíà ïîêàçàòè, ùî öi îïåðàöi¨ ïðàâèëüíî âèçíà÷åíi äëÿ ñþððåàëüíèõ ÷èñåë,

òîáòî ðåçóëüòàòîì çíîâó áóäå ïðàâèëüíî âèçíà÷åíå ñþððåàëüíå ÷èñëî, òîáòî ëiâà
ìíîæèíà ðåçóëüòàòó áóäå �ìåíøîþ�, íiæ ïðàâà. Òåïåð ìîæíà ïåðåâiðèòè, ùî âè-
áðàíi iìåíà ÷èñåë, ÿêi ìè çíàéøëè äîòåïåð, ¹ âiäïîâiäíi. Íàïðèêëàä, âèêîíó¹òüñÿ
0+0 = 0, 1+1 = 2, −(1) = −1 i 1

2 +
1
2 == 1. Öi îïåðàöi¨ óçàãàëüíþþòüñÿ i íà êëàñè

åêâiâàëåíòíîñòi ñþððåàëüíèõ ÷èñåë. Öå ðîáèòüñÿ áåç ïðîáëåì, òîìó ùî

ÿêùî [x] = [x′] i [y] = [y′], òî [x+ y] = [x′ + y′] i [−x] = [−x′] i [xy] = [x′y′].

Íàðåøòi, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî óçàãàëüíåíi îïåðàöi¨ íà êëàñàõ åêâiâàëåíòíîñòi
ìàþòü áàæàíi àëãåáðà¨÷íi âëàñòèâîñòi, òîáòî êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi ïëþñ ¨õí¹ âïî-
ðÿäêóâàííÿ i àëãåáðà¨÷íi îïåðàöi¨ óòâîðþþòü âïîðÿäêîâàíå ïîëå iç çàñòåðåæåííÿì,
ùî âîíè íå óòâîðþþòü ìíîæèíó, à âëàñòèâèé êëàñ (äèâ. íèæ÷å). Ôàêòè÷íî, öå
äóæå îñîáëèâå âïîðÿäêîâàíå ïîëå: âîíî íàéáiëüøå. Êîæíå iíøå âïîðÿäêîâàíå ïîëå
ìîæíà âêëàñòè â ñóêóïíiñòü ñþððåàëüíèõ ÷èñåë. Íàäàëi íå ðîçðiçíÿ¹ìî ñþððåàëüíi
÷èñëà i ¨õíi êëàñè åêâiâàëåíòíîñòi i ñàì êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi íàçèâà¹ìî ñþððåàëü-
íèì ÷èñëîì.

Ïîðîäæåííÿ ñþððåàëüíèõ ÷èñåë, âèêîðèñòîâóþ÷è ñêií÷åííó iíäóêöiþ.
Ïîäèâèìîñÿ, ÿêi ÷èñëà ìîæíà óòâîðèòè, çàñòîñîâóþ÷è ïðàâèëî ïîáóäîâè. Ñïî÷à-
òêó ðîçãëÿíåìî ÷èñëà, ÿêi ìîæíà óòâîðèòè çà ñêií÷åííå ÷èñëî ðàçiâ. Ðîáèìî öå
iíäóêòèâíî, âèçíà÷àþ÷è Sn iç íàòóðàëüíèì n òàê:
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• S0 = {0};

• Si+1 ¹ Si ïëþñ ìíîæèíà âñiõ ñþððåàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi ïîðîäæóþòüñÿ çà ïðà-
âèëîì ïîáóäîâè iç ïiäìíîæèí Si.

Ìíîæèíó âñiõ ñþððåàëüíèõ ÷èñåë, ÿêi ïîðîäæóþòüñÿ íà äåÿêîìó Si, ïîçíà÷à¹ìî
Sω. Ïåðøi ìíîæèíè êëàñiâ åêâiâàëåíòíîñòi, ÿêi ìè çíàéäåìî, ¹ òàêi:

S0 = {0}
S1 = {−1 < 0 < 1}
S2 = {−2 < −1 < −1

2 < 0 < 1
2 < 1 < 2}

S3 = {−3 < −2 < −3
2 < −1 < −3

4 < −1
2 < −1

4 < 0 < 1
4 < 1

2 < 3
4 < 1 < 3

2 < 2 < 3}
S4 = . . .

Öå ïðèâîäèòü äî íàñòóïíèõ ñïîñòåðåæåíü:

1. Íà êîæíîìó êðîöi ìàêñèìóì (ìiíiìóì) çáiëüøó¹òüñÿ (çìåíøó¹òüñÿ) íà 1.

2. Íà êîæíîìó êðîöi çíàõîäèìî ÷èñëà, ÿêi ¹ ïîñåðåäèíi äâîõ ïîñëiäîâíèõ ÷èñåë
ç ïîïåðåäíüîãî êðîêó.

Âíàñëiäîê öüîãî âñi ïîðîäæåíi ÷èñëà ¹ äâiéêîâèìè äðîáàìè, òîáòî çàïèñóþòüñÿ
ÿê íåñêîðîòíèé äðiá

a

2b
,

äå a i b � öiëi i b ≥ 0. Öå îçíà÷à¹, ùî òàêi äðîáè, ÿê 1
3 ,

1
5 , íå áóäóòü ïîðîäæåíi.

Çàçíà÷èìî, ùî ìîæíà ïîðîäèòè ÷èñëà, ÿêi ÿê çàâãîäíî áëèçüêî äî íèõ.
Äî íåñêií÷åííîñòi i ïîçà íå¨. Íàñòóïíèé êðîê ïîëÿãà¹ ó âçÿòòi Sω i ïðî-

äîâæåííi çàñòîñóâàííÿ ïðàâèëà ïîáóäîâè äî íå¨, ïîðîäæóþ÷è òàêèì ÷èíîì Sω+1,
Sω+2 i ò.ä. Çàçíà÷èìî, ùî ëiâi i ïðàâi ìíîæèíè òåïåð ìîæóòü áóòè íåñêií÷åííèìè.
Ôàêòè÷íî, ìîæíà âèçíà÷èòè ìíîæèíó Sa äëÿ áóäü-ÿêîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà (îðäè-
íàëà) a çà òðàíñôiíiòíîþ iíäóêöi¹þ. Íàéìåíøå çíà÷åííÿ a, äëÿ ÿêîãî ç'ÿâëÿ¹òüñÿ
çàäàíå ñþððåàëüíå ÷èñëî, íàçèâà¹òüñÿ éîãî äíåì íàðîäæåííÿ. Êîæíå ñþððåàëüíå
÷èñëî ìà¹ ïîðÿäêîâå ÷èñëî äíåì íàðîäæåííÿ. Íàïðèêëàä, äíåì íàðîäæåííÿ 0 ¹ 0,
à 1

2 � 2. ×èñëî {L|R} åêâiâàëåíòíå äî íàéïðîñòiøîãî ÷èñëà ìiæ L i R, òîáòî ÷èñëà
ìiæ ìiæ L i R iç íàéìåíøèì îðäèíàëîì ÿê äíåì íàðîäæåííÿ. Òîìó {{1, 2}|{5, 8}}
åêâiâàëåíòíå äî 3, òîìó ùî äåíü íàðîäæåííÿ 3 ìåíøèé, íiæ äåíü íàðîäæåííÿ áóäü-
ÿêîãî iíøîãî ÷èñëà ìiæ 2 i 5.

Âæå â Sω+1 çíàéäåìî äðîáè, ÿêèõ íå âèñòà÷àëî â Sω. Íàïðèêëàä, äðiá 1
3 ìîæíà

âèçíà÷èòè ÿê
1

3
= {{ a

2b
â Sω|3a < 2b}|{ a

2b
â Sω|3a > 2b}}.

Ïðàâèëüíiñòü öüîãî îçíà÷åííÿ âèïëèâà¹ ç òîãî ôàêòó, ùî 3
(
1
3

)
== 1. Äíåì íàðî-

äæåííÿ 1
3 ¹ ω + 1. Â Sω+1 âèíèêàþòü íå òiëüêè âñi ðàöiîíàëüíi ÷èñëà, àëå é âñi

ñêií÷åííi äiéñíi ÷èñëà òàêîæ. Íàïðèêëàä,

π = {3, 25/8, 201/64, . . . | . . . , 101/32, 51/16, 13/4, 7/2, 4}.
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Ùå îäèí ïðèêëàä ÷èñëà, ùî áóäó¹òüñÿ â Sω+1:

ε = {0| . . . , 1/16, 1/8, 1/4, 1/2, 1}.

Çðîçóìiëî, ùî öå ÷èñëî áiëüøå âiä íóëÿ, àëå ìåíøå âiä âñiõ äîäàòíèõ äðîáiâ, i òîìó
¹ íåñêií÷åííî ìàëèì ÷èñëîì. Öå íå ¹äèíå íåñêií÷åííî ìàëå, áî, íàïðèêëàä,

2ε = {ε| . . . , ε+ 1
16 , ε+

1
8 , ε+

1
4 , ε+

1
2 , ε+ 1} i

ε
2 = {0|ε}.

Ïîðÿä iç íåñêií÷åííî ìàëèìè ïîðîäæóþòüñÿ i íåñêií÷åííî âåëèêi ÷èñëà òàêi ÿê

ω = {Sω|}.

Éîãî çíà÷åííÿ áiëüøå, íiæ áóäü-ÿêå ÷èñëî â Sω, i éîãî êëàñ åêâiâàëåíòíîñòi òîìó
íàçèâà¹òüñÿ ω. Öå ÷èñëî åêâiâàëåíòíå äî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà iç òèì ñàìèì iìåíåì.
Òàêîæ ìà¹ìî ðiâíiñòü ω = [{1, 2, 3, 4, . . . |}]. Ôàêòè÷íî, âñi ïîðÿäêîâi ÷èñëà ìîæíà
âèðàçèòè ÿê ñþððåàëüíi ÷èñëà. Îñêiëüêè äîäàâàííÿ i âiäíiìàííÿ âèçíà÷åíi äëÿ âñiõ
ñþððåàëüíèõ ÷èñåë, ìîæåìî âèêîðèñòîâóâàòè ω ïîäiáíî äî áóäü-ÿêîãî iíøîãî ÷èñëà
i ïîêàçàòè, íàïðèêëàä, ùî ω + 1 = {ω|} i

ω − 1 = {Sω|ω}.

Ìîæåìî ðîáèòè òàê i äëÿ áiëüøèõ ÷èñåë:
ω + 2 = {ω + 1|} ω + 3 = {ω + 2|}
ω − 2 = {Sω|ω − 1} ω − 3 = {Sω|ω − 2}
ω + ω = {ω + Sω|}.

Òî÷íî òàê ñàìî ÿê 2ω ¹ áiëüøå, íiæ ω, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ω
2 ¹ ìåíøå, òîìó ùî

ω
2 = {Sω|ω−Sω}. Íàðåøòi, ìîæíà ïîêàçàòè, ùî ¹ òiñíèé çâ'ÿçîê ìiæ ω òà ε, òîìó ùî
1
ε = ω. Çâè÷àéíå äîäàâàííÿ i ìíîæåííÿ îðäèíàëiâ âiäðiçíÿ¹òüñÿ âiä äîäàâàííÿ ¨õ
ñþððåàëüíèõ çîáðàæåíü. Ñóìà 1+ω ðiâíà ω äëÿ îðäèíàëiâ, ïðîòå äëÿ ñþððåàëüíèõ
÷èñåë ω + 1 = 1 + ω > ω.

Îñêiëüêè êîæíå ñþððåàëüíå ÷èñëî áóäó¹òüñÿ iç ñþððåàëüíèõ ÷èñåë, �ñòàðøèõ�
âiä íüîãî ñàìîãî, ìîæåìî äîâîäèòè áàãàòî òåîðåì ïðî ñþððåàëüíi ÷èñëà, âèêî-
ðèñòîâóþ÷è òðàíñôiíiòíó iíäóêöiþ: ïîêàçó¹ìî, ùî òåîðåìà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ 0, à
ïîòiì äîâîäèìî, ùî âîíà âèêîíó¹òüñÿ äëÿ x = {XL|XR}, ÿêùî âèêîíó¹òüñÿ äëÿ
âñiõ åëåìåíòiâ XL i XR.

Òàêèì ñïîñîáîì ïîðîäæó¹òüñÿ òàê áàãàòî ÷èñåë, ùî ôàêòè÷íî íiÿêà ìíîæè-
íà íå ìîæå ìiñòèòè ¨õ âñiõ. Ñþððåàëüíi ÷èñëà ïîäiáíî äî îðäèíàëiâ óòâîðþþòü
âëàñòèâèé êëàñ, à íå ìíîæèíó.

Ñòåïåíi ω.Ùîá êëàñèôiêóâàòè �ïîðÿäêè� íåñêií÷åííèõ ñþððåàëüíèõ ÷èñåë, âi-
äîìi òàêîæ ÿê àðõiìåäîâi êëàñè, Êîíâåé àñîöiþâàâ iç êîæíèì ñþððåàëüíèì ÷èñëîì
x ñþððåàëüíå ÷èñëî

ωx = {0, rωXL |sωXR},

äå r i s ïðîáiãàþòü äîäàòíi äiéñíi ÷èñëà. ßêùî 0 ≤ x < y, òî ωy ¹ íåñêií÷åííî
áiëüøå, íiæ ωx. Ñòåïåíi ω çàäîâîëüíÿþòü òàêi óìîâè:

• ωxωy = ωx+y, • ω−x = 1
ωx ,

òîìó âîíè ïîâîäÿòüñÿ òàê, ÿê i î÷iêóâàëîñÿ.
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Êîæíèé ñòåïiíü ω ¹ íàéïðîñòiøèì ñþððåàëüíèì ÷èñëîì ó ñâî¹ìó àðõiìåäîâî-
ìó êëàñi; íàâïàêè, êîæíèé àðõiìåäiâ êëàñ âñåðåäèíi ñþððåàëüíèõ ÷èñåë ìiñòèòü
¹äèíèé íàéïðîñòiøèé åëåìåíò. Îòîæ, äëÿ êîæíîãî äîäàòíîãî ñþððåàëüíîãî ÷èñëà
x çàâæäè iñíó¹ äåÿêå äîäàòíå äiéñíå ÷èñëî r i äåÿêå ñþððåàëüíå ÷èñëî y òàêi, ùî
x − rωy ¹ íåñêií÷åííî ìåíøèì, íiæ x. Öå ïðîäîâæó¹òüñÿ çà òðàíñôiíiòíîþ iíäó-
êöi¹þ òàê, ùî êîæíå ñþððåàëüíå ÷èñëî x ìà¹ �íîðìàëüíó ôîðìó�, àíàëîãi÷íó äî
êàíòîðîâî¨ íîðìàëüíî¨ ôîðìè äëÿ ïîðÿäêîâèõ ÷èñåë. Êîæíå ñþððåàëüíå ÷èñëî ìî-
æíà îäíîçíà÷íî çàïèñàòè ÿê

x = r0ω
y0 + r1ω

y1 + · · · ,
äå êîæíå rα ¹ íåíóëüîâèì äiéñíèì ÷èñëîì i yα óòâîðþþòü ñòðîãî ñïàäíó ïîñëiäîâ-
íiñòü ñþððåàëüíèõ ÷èñåë. Ïðîòå öÿ �ñóìà� ìîæå ìàòè íåñiêí÷åííî áàãàòî ÷ëåíiâ i,
çàãàëîì, ìà¹ äîâæèíó äîâiëüíîãî ïîðÿäêîâîãî ÷èñëà. Ñþððåàëüíi ÷èñëà, ùî ðîç-
ãëÿäàþòüñÿ òàêèì ñïîñîáîì, íàãàäóþòü ïîëå ñòåïåíåâèõ ðÿäiâ, çà òèì âèíÿòêîì,
ùî ñïàäíi ïîñëiäîâíîñòi åêñïîíåíò ìóñÿòü áóòè îáìåæåíi çà äîâæèíîþ îðäèíàëîì
i ¨ì íå äîçâîëÿ¹òüñÿ áóòè òàêèìè äîâãèìè, ÿê êëàñ îðäèíàëiâ.

Çàóâàæåííÿ. Ñþððåàëüíi ÷èñëà óòâîðþþòü âëàñòèâèé êëàñ, à íå ìíîæèíó, òîìó
òåðìií �ïîëå�, âæèòèé âèùå, íå ¹ ñòðîãî êîðåêòíèé. Öå ìîæíà îáiéòè, îáìåæèâøè
ïîáóäîâó äî óíiâåðñóìó �ðîòåíäiêà, ùî äà¹ ìíîæèíó iç ïîòóæíiñòþ äåÿêîãî ñèëüíî
íåäîñÿæíîãî êàðäèíàëà.

Iñíó¹ àëüòåðíàòèâíà ïîáóäîâà ñþððåàëüíèõ ÷èñåë, ó ÿêié ðiâíiñòü ¹ òîòîæíi-
ñòþ, à íå iíäóêòèâíî âèçíà÷åíèì âiäíîøåííÿì. Îäíàê âîíà, íà âiäìiíó âiä ñïîñîáó
Êîíâåÿ, âèìàãà¹ ïîïåðåäíüî¨ ïîáóäîâè îðäèíàëiâ. Ìîæíà äîäàòè, ùî ñþððåàëüíi
÷èñëà íàëåæàòü äî êîíñòðóêòèâíîãî ðîçóìiííÿ ìàòåìàòè÷íèõ îá'¹êòiâ. Iíòó¨öiî-
íiçì i ìàðêîâñüêèé êîíñòðóêòèâiçì áàçóþòüñÿ íà äîñòàòíüî ïîäiáíèõ ïîãëÿäàõ íà
ïðèðîäó îá'¹êòiâ ìàòåìàòèêè.

Àêñiîìàòè÷íèé ïiäõiä. Ïîäiáíî äî àêñiîìàòè÷íîãî ïiäõîäó äî äiéñíèõ ÷èñåë,
íàñòóïíi àêñiîìè  àðàíòóþòü ¹äèíiñòü ç òî÷íiñòþ äî içîìîðôiçìó.

Òðiéêà ⟨No, <, b⟩ ¹ ñþððåàëüíîþ ÷èñëîâîþ ñèñòåìîþ, ÿ.ò.ÿ.:

• < � ëiíiéíèé ïîðÿäîê íà No;

• b � ôóíêöiÿ iç No íà êëàñ âñiõ îðäèíàëiâ (b íàçèâà¹òüñÿ �ôóíêöi¹þ äíÿ íàðî-
äæåííÿ� íà No);

• Íåõàé A i B � ïiäêëàñè No òàêi, ùî äëÿ âñiõ x ∈ A i y ∈ B x < y. Òîäi iñíó¹
¹äèíå z ∈No òàêå, ùî b(z) ¹ ìiíiìàëüíå i äëÿ âñiõ x ∈ A i âñiõ y ∈ B x < z < y;
(Íà öþ àêñiîìó ïîñèëàþòüñÿ, ÿê íà òåîðåìó ïðî ïðîñòîòó Êîíâåÿ.)

• Êðiì öüîãî, ÿêùî îðäèíàë α áiëüøèé, íiæ b(x) äëÿ âñiõ x ∈ A,B, òî b(z) ≤ α.
(Ñèñòåìó, ùî çàäîâîëüíÿ¹ öþ àêñiîìó, Àëëiíã íàçèâà¹ �ïîâíîþ ñþððåàëüíîþ
÷èñëîâîþ ñèñòåìîþ�.)
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�9. Ñóïåðäiéñíi i ñóïåð-äiéñíi ÷èñëà

Ñóïåð-äiéñíi ÷èñëà � öå ðîçøèðåííÿ äiéñíèõ ÷èñåë, ïîäiáíå äî ñþððåàëüíèõ i
ãiïåðäiéñíèõ ÷èñåë, ÿêå óòâîðþ¹ áiëüø ìiñòêó êàòåãîðiþ.

Ïîäàìî ëèøå îçíà÷åííÿ çãiäíî ç [D]. Íåõàé X � ïðîñòið Òèõîíîâà, ùî íàçèâà¹-
òüñÿ òàêîæ T3,5-ïðîñòîðîì i C(X) � àëãåáðà íåïåðåðâíèõ äiéñíîçíà÷íèõ ôóíêöié íà
X. Ïðèïóñòèìî, ùî P � ïðîñòèé iäåàë â C(X). Òîäi ôàêòîð-àëãåáðà A = C(X)/P
¹ çà îçíà÷åííÿì îáëàñòþ öiëiñíîñòi, ùî ¹ äiéñíîþ àëãåáðîþ i ¹ öiëêîì óïîðÿäêî-
âàíîþ. Ôàêòîð-ïîëå F àëãåáðè A ¹ ñóïåð-äiéñíèì ïîëåì, ÿêùî F ñòðîãî ìiñòèòü
äiéñíi ÷èñëà R, òàê ùî F íå ¹ ïîðÿäêîâî içîìåòðè÷íå äî R, õî÷à âîíè ìîæóòü áóòè
içîìîðôíi, ÿê ïîëÿ.

ßêùî ïðîñòèé iäåàë P ¹ ìàêñèìàëüíèì iäåàëîì, òî F � ïîëå ãiïåðäiéñíèõ ÷è-
ñåë. Äàíà ïîáóäîâà óçàãàëüíþ¹ ïåðøó ïîáóäîâó ïîëÿ ãiïåðäiéñíèõ ÷èñåë, çäiéñíåíó
Å. Õ'þiòîì ó 1948ð. ñàìå ÿê ôàêòîð-ïðîñòîðó íåïåðåðâíèõ ôóíêöié íà öiëêîì ðå-
ãóëÿðíîìó òîïîëîãi÷íîìó ïðîñòîði çà ìàêñèìàëüíèì iäåàëîì.

Iñíó¹ ùå îäèí, ìåíø àìáiòíèé, àëå çíà÷íî äîñòóïíiøèé ïiäõiä äî âèçíà÷åííÿ íå-
ñêií÷åííî ìàëèõ, çàïðîïîíîâàíèé Ä. Òîëëîì ([T]). Ïðîñòî ïîñòóëþ¹òüñÿ iñíóâàííÿ
íåñêií÷åííî ìàëîãî ε. Iíøi ÷èñëà ïîðîäæåíi çàìèêàííÿì íàä îñíîâíèìè àðèôìå-
òè÷íèìè îïåðàöiÿìè. Êîæíå ñóïåðäiéñíå ÷èñëî ìà¹ âèãëÿä

z = anε
n+an−1ε

n−1+ . . .+a1ε1+a0+a−1ε
−1+ . . .+a−mε−m, ai ∈ R, n,m ∈ N.

Äëÿ ñóïåðäiéñíèõ ðîçâèíåíü ôóíêöié ðîçãëÿäàþòüñÿ ëèøå àíàëiòè÷íi ôóíêöi¨.
Ðåçóëüòàòîì ¹ ÷èñëåííÿ íåñêií÷åííî ìàëèõ, ïîäiáíå äî ëåéáíiöåâîãî. Îäíàê ïðè
öüîìó íåìà¹ íåñêií÷åííèõ öiëèõ ÷èñåë i ïîáóäîâàíà ìíîæèíà íåçðó÷íà äëÿ ïîáó-
äîâè àíàëiçó. Çàçíà÷èìî, ùî öå íàãàäó¹ iäåþ Ä. Ëî âiöà ùå ç 1958ð.

125



�10. Ïðîëîã*
"Ìî¹ îñîáëèâå ñòàâëåííÿ äî ìàòåìàòèêè  ðóíòóâàëîñÿ, âëàñòèâî, òiëüêè íà ¨¨ ÷èñòî

ñïåêóëÿòèâíié ÷àñòèíi, iíàêøå êàæó÷è, ÿ öiíþ â íié òiëüêè òå, ùî îäíî÷àñíî ¹ i ôiëîñîôi¹þ".

(Á.Áîëüöàíî, Àâòîáiîãðàôiÿ)

Òåïåð çðîçóìiëî, ùî äiéñíó ÷èñëîâó ïðÿìó i âñi ¨¨ ãiïåðäiéñíi ìîäåëi ÿê çàâãîäíî
âåëèêî¨ ïîòóæíîñòi ìîæíà óÿâëÿòè íà îäíié (ñþððåàëüíié) ãåîìåòðè÷íié ïðÿìié.
Ïðè öüîìó òî÷êè áóäü-ÿêî¨ òàêî¨ ìîäåëi ðîçïîäiëåíi äèñêðåòíî íà òàêié ïðÿìié.

Öiêàâî ïîðiâíÿòè òâåðäæåííÿ êîíòèíóóì-ãiïîòåçè (c = ℵ1) iç äiéñíî¨, ãiïåðäié-
ñíî¨ i ñþððåàëüíî¨ òî÷îê çîðó. Ó êëàñè÷íié òåîði¨ ìíîæèí öå òâåðäæåííÿ i éîãî
çàïåðå÷åííÿ ñóìiñíi iç ZFC (ÿê äîâåëè �åäåëü i Êîåí), ó íåñòàíäàðòíîìó àíàëiçi
Ðîáiíñîíà �êîíòèíóóì� ∗R ìîæå ìàòè ççîâíi (ó ZFC) ÿêó çàâãîäíî ïîòóæíiñòü, à
íà ñþððåàëüíié ïðÿìié Êîíâåÿ íàâiòü íå ìîæíà ïîñòàâèòè òàêîãî çàïèòàííÿ (÷è
c = ℵ1), áî òóò �êîíòèíóóì� ìiñòèòü âñi ïîòóæíîñòi.

Iç ïåðñïåêòèâè ðîçãëÿíóòèõ âèùå ÷èñëîâèõ ñèñòåì öiêàâî çãàäàòè âèñëîâëåííÿ
ñåðåäíüîâi÷íîãî ñõîëàñòà Àëüáåðòà Âåëèêîãî, ÿêèé, äèâëÿ÷èñü íà ìàëþíîê äâîõ
êîíöåíòðè÷íèõ êië i ðàäióñà, ùî âñòàíîâëþ¹ âçà¹ìíî îäíîçíà÷íó âiäïîâiäíiñòü ìiæ
íèìè, ñêàçàâ òàêå: �Íåñêií÷åííiñòü íåïiçíàâàíà, òàê ñàìî, ÿê i Áîã�. Çðîçóìiëî, ùî
çàëåæíî âiä âèáîðó �ãåîìåòðié� íà öèõ êîëàõ ïîøèðåíi ìiðêóâàííÿ ïðî ðiâíîïî-
òóæíiñòü âòðà÷àþòü ñèëó. Ñèòóàöiÿ ñòàëà ñêëàäíiøîþ i áàãàòîãðàííiøîþ, íiæ öå
çäàâàëîñÿ ïðè çâè÷àéíîìó îòîòîæíåííi ãåîìåòðè÷íèõ òî÷îê iç äiéñíèìè ÷èñëàìè
òà ðîçóìiííi àêñiîìè ïîâíîòè ÿê âiäîáðàæåííÿ íåïåðåðâíîñòi ó ôiçè÷íîìó ñåíñi.
Íàãàäà¹ìî, ùî çà Åâêëiäîì òî÷êà � öå òå, ùî íå ìà¹ ÷àñòèí, à ÷èñëî � ìíîæèíà
ìîíàä. Ñàìå öþ âiäìiííiñòü i ìîæíà ââàæàòè äæåðåëîì íåïîðîçóìiíü.

Çàçíà÷èìî, ùî ïåðøi ïðèêëàäè íåàðõiìåäîâèõ ÷èñëîâèõ ñèñòåì, ùî ìiñòÿòü
àêòóàëüíi íåñêií÷åííî ìàëi, ç'ÿâèëèñÿ ùå ó 70-90-i ðîêè XIX ñòîëiòòÿ. Ïðî ïî-
â'ÿçàíó ç öèì áîðîòüáó iäåé òà ñóïåðå÷êè â÷åíèõ (Ãàíêåëü, Òîìà, Äþáóà-Ðåéìîí,
Øòîëüö, Áåòàööi, Âåðîíåçå, Êàíòîð, Âiâàíòi, Ïåàíî) äèâiòüñÿ ñòàòòþ [Ehr].

Iç ïåðñïåêòèâè ðîçãëÿíóòèõ âèùå ïîáóäîâ öiêàâî ïîðiâíÿòè ôîðìóëþâàííÿ àêñi-
îìè íåïåðåðâíîñòi ñàìèì Äåäåêiíäîì (äèâ. ñò.85) i "çà Äåäåêiíäîì" ó ïîïóëÿðíèõ
ïiäðó÷íèêàõ ç ìàòåìàòè÷íîãî àíàëiçó. Äåäåêiíä (ó ïåðåäìîâi äî [Ää], 1872ð.) ïè-
ñàâ: "... àêñiîìà öiëêîì óçãîäæó¹òüñÿ ç òèì, ùî ÿ çàçíà÷àþ ÿê ñóòü íåïåðåðâíîñòi.
ßêó æ êîðèñòü äàñòü âèäiëåííÿ, õî÷à áè ëèøå â ïîíÿòòi, äiéñíèõ ÷èñåë ùå âèùîãî
ïîðÿäêó, ÿ, çãiäíî ç ìî¨ì ðîçóìiííÿì ñèñòåìè äiéñíèõ ÷èñåë, ÿê äîñêîíàëî¨ â ñàìié
ñîái, ùå âèçíàòè íå â ñòàíi." (Òóò ñëîâà ïðî ÷èñëà âèùîãî ïîðÿäêó íàâiÿíi ñòàòòåþ
Êàíòîðà.)

Êðiì çãàäàíî¨ êíèãè Äåäåêiíäà, ïåðåä âèâ÷åííÿì àíàëiçó (ìàòåìàòè÷íîãî i ôóí-
êöiîíàëüíîãî) áàæàíî ïîçíàéîìèòèñü iç äîñëiäæåííÿìè Ô. Ìåäâåäåâà ([M1-M5]).

Äîäàìî íàñàìêiíåöü, ùî êâàëiôiêîâàíå îáãîâîðåííÿ ïðîáëåìè êîíòèíóóìó ìî-
æíà âèÿâèòè âæå ó êíèçi Ãîáñîíà ([Ho]) 1907ð. �äèíîþ ìåòîþ íàøîãî ïîñiáíèêà
áóëî ïîêàçàòè, ÿê ïðîòÿãîì XX ñòîëiòòÿ ìåòîäè òåîði¨ ìíîæèí, àëãåáðè òà àíàëiçó
ïðîÿñíèëè ñèòóàöiþ.

Ïðî ðiçíi íàïðÿìè óçàãàëüíåííÿ àíàëiçó. Ðiçíi ãàëóçi àíàëiçó ó ìàòåìàòèöi
ìàþòü ìiñöå òèïîâî íàä äåÿêèì ïîëåì àáî àëãåáðîþ, ÿêi ¹ îäíîâèìiðíèìè àáî áàãà-
òîâèìiðíèìè ìíîæèíàìè, à iíêîëè íàâiòü ç äðîáîâîþ âèìiðíiñòþ. Íàïðèêëàä, çà-
ãàëüíîâiäîìèé äiéñíèé àíàëiç âiä îäíî¨ çìiííî¨ àáî áàãàòüîõ çìiííèõ, êîìïëåêñíèé
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àíàëiç, êâàòåðíiîííèé àíàëiç i ò.ií. Ðîçâèòîê ìàòåìàòèêè ó 20-ó ñòîëiòòi ïðèâiâ äî
ñòâîðåííÿ íåñòàíäàðòíîãî àíàëiçó âiä îäíî¨ ãiïåðäiéñíî¨ çìiííî¨ i áàãàòüîõ ãiïåð-
äiéñíèõ çìiííèõ, ùî ïðîáiãàþòü ìíîæèíè ÿê çàâãîäíî âåëèêî¨ ïîòóæíîñòi (äèâ.
[Ke],[Ä],[À-Ë],[G]), òà ñþððåàëüíîãî àíàëiçó íàä âëàñòèâèì êëàñîì ([A]). Íàéáiëü-
øi çìiíè ïiä âïëèâîì öèõ äîñëiäæåíü âiäáóâàþòüñÿ ó íåãëàäêîìó àíàëiçi, ó òåîði¨
éìîâiðíîñòåé i òåîði¨ ìiðè, ó ÿêiñíié òåîði¨ äèôåðåíöiàëüíèõ ðiâíÿíü i â ìàòåìà-
òè÷íié åêîíîìiöi. Êðiì öüîãî, äîñëiäæóþòü i àíàëiç íàä áóëåâîçíà÷íèìè ìîäåëÿìè
([KK],[Ã-Ê], äå ôóíêöiîíàëüíi ïðîñòîðè ïåðåòâîðþþòü ó ÷èñëîâi ìíîæèíè, îïåðà-
òîðè � â ôóíêöiîíàëè, âåêòîð-ôóíêöi¨ � ó çâè÷àéíi âiäîáðàæåííÿ i ò.ií. Öåé íàïðÿì
äàâ íîâi iäå¨ i ðåçóëüòàòè â òåîði¨ ïðîñòîðiâ Êàíòîðîâè÷à, â òåîði¨ àëãåáð ôîí Íå-
éìàíà, ó âèïóêëîìó àíàëiçi i òåîði¨ âåêòîðíèõ ìið.

Ó òåîðåòè÷íié êîìï'þòåðíié íàóöi âèâ÷àþòü ðiçíi âèäè àíàëiçó íàä ñêií÷åííèìè
ïîëÿìè òàêèìè ÿê, íàïðèêëàä, F2, âèêîðèñòîâóþ÷è ãiïåðñòèñêóâàíiñòü. Àíàëiç íàä
p-àäè÷íèìè ÷èñëàìè Zp àáî àäåëÿìè A âèêîðèñòîâóþòü ó òåîði¨ ÷èñåë. Âñå ÷àñòiøå
ìîæíà òàêîæ ïîáà÷èòè àíàëiç íàä òàêèìè îá'¹êòàìè ÿê ãðàôè, äå âçàãàëi íåìà¹
àëãåáðè, õî÷à äî ïåâíî¨ ìiðè øëÿõè â ãðàôi ìîæíà ðîçãëÿäàòè ÿê êðèâi íàä Z.

�ß çíàþ, ùî ÿ íi÷îãî íå çíàþ� (Ñîêðàò)

�Ïî ñóòi, ìè íi÷îãî íå çíà¹ìî, áî iñòèíà � â ãëèáèíàõ� (Äåìîêðiò)

�Âií íå çíà¹ íàâiòü òîãî, ùî âií íi÷îãî íå çíà¹� (Ôiëîëàé)

�Êîëè õòî äóìà¹ ñîái, íiáè ùîñü çíà¹, òîé íi÷îãî íå çíà¹ ùå òàê, ÿê çíàòè ïîâèííî� (Ïåðøå ïîñëàííÿ àï.

Ïàâëà äî êîðiíòÿí, 8,2)

�Iñòèííèé ìàòåìàòèê � öå åíòóçiàñò per se. Áåç åíòóçiàçìó íåìà¹ ìàòåìàòèêè. ×èñòà ìàòåìàòèêà -� öå

ðåëiãiÿ. Íà Ñõîäi iñòèííà ìàòåìàòèêà ó ñåáå íà áàòüêiâùèíi. Â �âðîïi âîíà âèðîäèëàñü ó ñóöiëüíó òåõíiêó.�

(Íîâàëiñ)

�Ìàòåìàòèêà � öå ïðåäìåò, ó ÿêîìó ìè íi íå çíà¹ìî, ïðî ùî ãîâîðèìî, íi òîãî, ÷è iñòèííå òå, ùî ãîâîðèìî.�

(Á.Ðàññåë)
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