
ÑÊIËÜÊÈ ÇÁIÆÍÈÕ ÏÎÑËIÄÎÂÍÎÑÒÅÉ ÍÅÎÁÕIÄÍÎ ÄËß
ÂÈßÂËÅÍÍß ÐÎÇÐÈÂÓ ÔÓÍÊÖI�I Â ÒÎ×ÖI?

Ò.Î.Áàíàõ, Ë.Ñ.Çäîìñüêèé, Ñ.I.Ïiäêóéêî

Àíîòàöiÿ. Ñiì'ÿ F ïiäìíîæèí ìåòðè÷íîãî ñåïàðàáåëüíîãî ïðîñòîðóX íàçèâà¹òüñÿ âèçíà÷àëüíîþ
â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî íåïåðåðâíà ó âèêîëîòîìó îêîëi òî÷êè x0 ôóíêöiÿ f : X → R ¹
íåïåðåðâíîþ â x0 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè çâóæåííÿ f |S ∪ {x0} íåïåðåâíi â x0 äëÿ êîæíî¨
ìíîæèíè S ∈ F . Äîâåäåíî, ùî íàéìåíøà ïîòóæíiñòü |F| âèçíà÷àëüíî¨ â x0 ñiì'¨ F çáiæíèõ
äî x0 ïîñëiäîâíîñòåé äîðiâíþ¹ ìàëîìó êàðäèíàëó b, çà óìîâè, ùî æîäíà çáiæíà ïîñëiäîâíiñòü
â X íå ¹ îêîëîì x0. Äëÿ ñïàäíî¨ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòi S = {xn}n∈ω ⊂ (0, 1] òàêî¨, ùî
limn→∞ xn+1/xn = 1, äîâåäåíî, ùî ñiì'ÿ F = {bS : b ∈ B} � âèçíà÷àëüíà â x0 = 0 äëÿ
êîæíî¨ ìíîæèíè B ⊂ (0,∞) äðóãî¨ êàòåãîði¨ Áåðà.

A family F of subsets of a separable metric space X is called continuity-detecting at a point
x0 ∈ X, if each continuous on X \ {x0} function f : X → R is continuous at x0 if and only
if the restriction f |S ∪ {x0} is continuous for each S ∈ F . It is shown that the smallest size
|F| of a continuity-detecting family F of convergent to x0 sequences in X is equal to the small
cardinal b, provided no convergent sequence in X is a neighborhood of x0. It is proved that for
each decreasing to zero sequence S = {xn}n∈ω ⊂ (0, 1] with limn→∞ xn+1/xn = 1 the family
F = {bS : b ∈ B} is continuity-determining at x0 = 0 for each subset B ⊂ (0,∞) of the second
Baire category.

Äîáðå âiäîìî, ùî ôóíêöiÿ äiéñíî¨ çìiííî¨ f : R → R ¹ íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0 ∈ R òîäi
é ëèøå òîäi, êîëè f(x0) = limn→∞ f(xn) äëÿ êîæíî¨ çáiæíî¨ äî x0 ïîñëiäîâíîñòi (xn)∞n=1. Ó
öüîìó êîíòåêñòi ïîñòà¹ ïðèðîäíå çàïèòàííÿ: ñêiëüêè çáiæíèõ äî x0 ïîñëiäîâíîñòåé äîñèòü
âçÿòè, ùîá âèçíà÷èòè, ÷è ¹ äîâiëüíà ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0? ßêùî íå íàêëàäàòè
æîäíèõ îáìåæåíü íà f, òî âiäïîâiäü î÷åâèäíà: ïîòðiáíî êîíòèíóóì òàêèõ ïîñëiäîâíîñòåé.
Íàáàãàòî öiêàâiøèì ¹ ïèòàííÿ, êîëè ôóíêöiÿ f ¹ íåïåðåðâíîþ ó âèêîëîòîìó îêîëi x0. Ó
öüîìó âèïàäêó ìiíiìàëüíà êiëüêiñòü ïîñëiäîâíîñòåé, çà äîïîìîãîþ ÿêèõ ìîæíà âñòàíîâèòè
íåïåðåðâíiñòü òàêèõ ôóíêöié â x0, ðiâíà ìàëîìó êàðäèíàëó b, äîáðå âiäîìîìó â òåîði¨
ìíîæèí.
Íàãàäà¹ìî îçíà÷åííÿ öüîãî êàðäèíàëà. Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ïîñëiäîâíiñòü (xn) ∈ Nω

äîìiíó¹ ïîñëiäîâíiñòü (yn) ∈ Nω (i ïîçíà÷àòè öå ñèìâîëîì (yn) ≤∗ (xn)), ÿêùî yn ≤ xn äëÿ
âñiõ äîñòàòíüî âåëèêèõ ÷èñåë n. Äîáðå âiäîìî, ùî, ìàþ÷è çëi÷åííó ñiì'þ ïîñëiäîâíîñòåé
F ⊂ Nω, ìîæíà çíàéòè ïîñëiäîâíiñòü (yn) ∈ Nω, ÿêà äîìiíó¹ êîæíó ïîñëiäîâíiñòü (xn) ç
ìíîæèíè F . Íàéìåíøà ïîòóæíiñòü |F| ìíîæèíè F ⊂ Nω, äëÿ ÿêî¨ òàêî¨ ïîñëiäîâíîñòi (yn)
íå iñíó¹, i ¹ êàðäèíàëîì b. Áiëüø ôîðìàëüíî, êàðäèíàë b ðiâíèé íàéìåíøié ïîòóæíîñòi |B|
ìíîæèíè B ⊂ Nω, ÿêà ¹ íåîáìåæåíîþ â (Nω,≤∗) ó òîìó ñåíñi, ùî íå iñíó¹ ïîñëiäîâíîñòi
(yn) ∈ Nω òàêî¨, ùî (xn) ≤∗ (yn) äëÿ âñiõ (xn) ∈ X.
Êàðäèíàë b íàëåæèòü äî êàòåãîði¨ òàê çâàíèõ ìàëèõ êàðäèíàëiâ, òîáòî íåçëi÷åííèõ

êàðäèíàëiâ, ùî íå ïåðåâèùóþòü êîíòèíóóìà c. Òî÷íå ðîçòàøóâàííÿ öüîãî êàðäèíàëà íà
âiäðiçêó [ℵ1, c] çàëåæèòü âiä äîäàòêîâèõ òåîðåòèêî-ìíîæèííèõ ïðèïóùåíü. Çîêðåìà, b = c
ïðè Àêñiîìi Ìàðòiíà. Ïðîòå, iñíóþòü ìîäåëi ZFC, ó ÿêèõ b < c (äèâ. [1], [2]).
Ïîãëÿíåìî íà îïèñàíó âèùå ïðîáëåìó ç äåùî çàãàëüíiøî¨ òî÷êè çîðó.

Îçíà÷åííÿ 1. Ñiì'þ F ïiäìíîæèí ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X áóäåìî íàçèâàòè

• âèçíà÷àëüíîþ â òî÷öi x0 ∈ X, ÿêùî äîâiëüíà íåïåðåðâíà ó âèêîëîòîìó îêîëi x0

ôóíêöiÿ f : X → [−1, 1] ¹ íåïåðåðâíîþ â òî÷öi x0 òîäi é ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíî¨
ìíîæèíè S ∈ F çâóæåííÿ f |S ∪ {x0} � íåïåðåðâíå â x0;
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• κ-êîíòðîëþþ÷îþ â òî÷öi x0 ∈ X, äå κ � êàðäèíàë, ÿêùî äëÿ äîâiëüíî¨ ñiì'¨ U
âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí X \ {x0} ç |U| ≤ κ i x0 ∈

⋂
U∈U clX(U) iñíó¹ òàêà ìíîæèíà

S ∈ F , ùî x0 ∈ clX(U ∩ S) äëÿ êîæíîãî U ∈ U .

Ïiä õàðàêòåðîì χ(x0, X) òî÷êè x0 òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðóX ðîçóìi¹ìî ìiíiìàëüíó ïîòóæíiñòü
áàçè îêîëiâ x0, äèâ. [3, �1.1]. Íàñòóïíå òâåðäæåííÿ ðîçêðèâà¹ âçà¹ìîçâ'ÿçêè ìiæ îçíà÷åíèìè
âèùå ïîíÿòòÿìè.

Òâåðäæåííÿ 1. Íåõàé F � ñiì'ÿ ïiäìíîæèí ó òèõîíîâñüêîìó ïðîñòîði X ç âiäìi÷åíîþ

òî÷êîþ x0 çëi÷åííîãî õàðàêòåðó χ(x0, X) â X.

(i) ßêùî ñiì'ÿ F âèçíà÷àëüíà â òî÷öi x0, òîäi âîíà 1-êîíòðîëþþ÷à â x0.

(ii) Ñiì'ÿ F âèçíà÷àëüíà â òî÷öi x0, ÿêùî âîíà 2-êîíòðîëþþ÷à â x0.

(iii) ßêùî ñiì'ÿ F κ-êîíòðîëþþ÷à â òî÷öi x0, òîäi âîíà λ-êîíòðîëþþ÷à äëÿ êîæíîãî

êàðäèíàëà λ ≤ κ.
(iv) ßêùî ñiì'ÿ F 1-êîíòðîëþþ÷à â òî÷öi x0 i {On : n ∈ ω} � çëi÷åííà áàçà îêîëiâ

òî÷êè x0 â X, òîäi ñiì'ÿ {
⋃

n∈ω On ∩An : ∀n ∈ ω An ∈ F} ω-êîíòðîëþþ÷à â x0.

Äîâåäåííÿ. (i) Ïðèïóñòèìî, ùî ñiì'ÿ F âèçíà÷àëüíà â x0. Ùîá äîâåñòè, ùî âîíà 1-êîíòðî-
ëþþ÷à, çàôiêñó¹ìî âiäêðèòó ïiäìíîæèíó U ⊂ X ç x0 ∈ clX(U).
Íåõàé {On : n ∈ ω} � çëi÷åííà áàçà îêîëiâ òî÷êè x0 â X. Äëÿ êîæíîãî n ∈ ω âèáåðåìî

òî÷êy an ∈ On ∩U . Áåç îáìåæåííÿ çàãàëüíîñòi ìîæíà ââàæàòè, ùî öi òî÷êè ïîïàðíî ðiçíi.
Âèêîðèñòîâóþ÷è òèõîíîâiñòü ïðîñòîðó X, âèáåðåìî ïîïàðíî íåïåðåòèííi îêîëè O(an) ⊂
U ∩ On òî÷îê an, n ∈ ω i äëÿ êîæíîãî n ∈ ω çíàéäåìî òàêó íåïåðåðâíó ôóíêöiþ fn : X →
[0, 1], ùî fn(an) = 1 i f−1

n (0, 1] ⊂ O(an). Ëåãêî áà÷èòè, ùî ôóíêöiÿ f =
∑∞

n=1 fn : X → [0, 1]
íåïåðåðâíà ó âñiõ òî÷êàõ ïðîñòîðó X êðiì x0. Òåïåð iç âèçíà÷àëüíîñòi ñiì'¨ F âèïëèâà¹
iñíóâàííÿ òàêîãî S ∈ F , ùî çâóæåííÿ f íà S ∪ {x0} ðîçðèâíå. Îñêiëüêè f |X \ U ≡ 0, òî
òî÷êà x0 äîòèêà¹òüñÿ äî ïåðåòèíó S ∩ U ⊃ S ∩ f−1(0, 1].
(ii) Òåïåð ïðèïóñòèìî, ùî ñiì'ÿ F 2-êîíòðîëþþ÷à â òî÷öi x0. Ùîá äîâåñòè ¨¨ âèçíà÷àëüíiñòü,

çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó íåïåðåðâíó â ïðîêîëîòîìó îêîëi x0 ôóíêöiþ f : X → R, ÿêà ðîçðèâíà
â x0. ßêùî iñíó¹ ãðàíèöÿ limx0 6=x→x0 f(x) 6= f(x0), òîäi äëÿ äîâiëüíîãî S ∈ F ç x0 ∈
clX(S) çâóæåííÿ f |S ∪{x0} ðîçðèâíå. ßêùî æ ãðàíèöi limx0 6=x→x0 f(x) íå iñíó¹, òîäi ìîæíà
çíàéòè äâi âiäêðèòi ìíîæèíè U1, U2 ⊂ R ç íåïåðåòèííèìè çàìèêàííÿìè, ïðîîáðàçè ÿêèõ
f−1(Ui), i ∈ {1, 2}, äîòèêàþòüñÿ äî òî÷êè x0. Íåõàé Ȯx0 � âèêîëîòèé îêië x0, ó ÿêîìó
ôóíêöiÿ f íåïåðåðâíà. Çàñòîñîâóþ÷è 2-êîíòðîëþþ÷ó âëàñòèâiñòü ñiì'¨ F äî âiäêðèòèõ
ìíîæèí f−1(Ui)∩ Ȯx0, i ∈ {1, 2}, çíàéäåìî òàêó ìíîæèíó S ∈ F , ùî ïåðåòèíè S∩f−1(Ui)∩
Ox0, i ∈ {1, 2}, äîòèêàþòüñÿ äî òî÷êè x0. Î÷åâèäíî, ùî çâóæåííÿ f |S ∪ {x0} ðîçðèâíå.
Îñòàííi äâà ïóíêòè òâåðäæåííÿ 1 î÷åâèäíi. �

Ïîçíà÷èìî ÷åðåç sf (x0, X) (âiäï. sκ(x0, X)) íàéìåíøó ïîòóæíiñòü |F| ñiì'¨ F çáiæíèõ äî
x0 ïîñëiäîâíîñòåé, ÿêà ¹ âèçíà÷àëüíîþ (âiäï. κ-êîíòðîëþþ÷îþ) â òî÷öi x0.

Iç òâåðäæåííÿ 1 âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 1. ßêùî x0 � òî÷êà çëi÷åííîãî õàðàêòåðó ó òèõîíîâñüêîìó ïðîñòîði X, òîäi

sf (x0, X) = sκ(x0, X) äëÿ êîæíîãî κ ∈ N i sf (x0, X) ≤ sω(x0, X) ≤ sf (x0, X)ω.

Äëÿ ìåòðè÷íèõ ñåïàðàáåëüíèõ ïðîñòîðiâ âäà¹òüñÿ çíàéòè òî÷íå çíà÷åííÿ êàðäèíàëiâ
sκ(x0, X), κ ≤ ω. Ó ïîäàëüøîìó âèêëàäi íàì çíàäîáëÿòüñÿ òàêi ïîíÿòòÿ.
Áóäåìî íàçèâàòè ïiäìíîæèíó S ⊂ X òîïîëîãi÷íîãî ïðîñòîðó X ïîñëiäîâíiñòþ, çáiæíîþ

äî x0, ÿêùî äîïîâíåííÿ S \O(x0) � ñêií÷åííå äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó O(x0) òî÷êè x0 â X.
Ïiäìíîæèíó S ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) íàçâåìî óçàãàëüíåíîþ ïîñëiäîâíiñòþ, ùî

ïðÿìó¹ äî x0, ÿêùî äëÿ äîâiëüíîãî îêîëó O(x0) ⊂ X òî÷êè x0 äîïîâíåííÿ S \ O(x0) �
ðiâíîìiðíî äèñêðåòíå ó òîìó ñåíñi, ùî inf{d(x, y) : x, y ∈ S \O(x0), x 6= y} > 0. Çàóâàæèìî,
ùî öi äâà ïîíÿòòÿ çáiãàþòüñÿ â öiëêîì îáìåæåíèõ ìåòðè÷íèõ ïðîñòîðàõ.

Òåîðåìà 1. Íåõàé x0 � íåiçîëüîâàíà òî÷êà ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X i κ < b � íåíóëüîâèé

êàðäèíàë. ßêùî x0 ìà¹ îêië O(x0), ùî ¹ çáiæíîþ äî x0 ïîñëiäîâíiñòþ, òî sf (x0, X) =
sκ(x0, X) = 1. ßêùî òàêîãî îêîëó íå iñíó¹, òîäi sf (x0, X) = sκ(x0, X) = b.
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Ìè ðîçiá'¹ìî äîâåäåííÿ öi¹¨ òåîðåìè íà ðÿä ëåì. Àëå ñïî÷àòêó ââåäåìî äåÿêi ïîçíà÷åííÿ.
Äëÿ òî÷êè x0 ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d) òà ïiäìíîæèíè S ⊂ X ç x0 ∈ S ðîçãëÿíåìî
ôóíêöiþ âiääàëi âiä S,

distS : X → [0,∞), dist : x 7→ dist(x, S) = inf
s∈S

d(s, x),

à òàêîæ (íåñïàäíó) ôóíêöiþ ðîñòó öi¹¨ âiääàëi,

ρS : (0,∞) → [0,∞), ρS : R 7→ sup
d(x,x0)≤R

dist(x, S).

ßêùî S íå ¹ îêîëîì x0, òî ρS(0,∞) ⊂ (0,∞).

Ëåìà 1. Íåõàé x0 � íåiçîëüîâàíà òî÷êà ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó (X, d). Äëÿ äîâiëüíî¨ íåñïàäíî¨
ôóíêöi¨ f : (0,∞) → (0,∞) iñíó¹ òàêà çáiæíà äî x0 óçàãàëüíåíà ïîñëiäîâíiñòü S ⊂ X, ùî
ρS < 2f.

Äîâåäåííÿ. Ïîêëàäåìî On = {x ∈ X : d(x, x0) < 2−n} äëÿ n ≥ 0. Íàçâåìî ïiäìíîæèíó
A ⊂ X ε-ðîçäiëåíîþ äëÿ äåÿêîãî ε > 0, ÿêùî d(a, b) ≥ ε äëÿ âñiõ ðiçíèõ òî÷îê a, b ∈ A.
Íåõàé S0 � ìàêñèìàëüíà f(1)-ðîçäiëåíà ïiäìíîæèíà X \ O0. Iíäóêöi¹þ ïî n ïîáóäó¹ìî
ïîñëiäîâíiñòü ìíîæèí (Sn)n≥1 òàêó, ùî Sn ⊂ On−1 \On � ìàêñèìàëüíà ìíîæèíà, äëÿ ÿêî¨
îá'¹äíàííÿ S0 ∪ · · · ∪ Sn f(2−n)-ðîçäiëåíå. Òîäi îá'¹äíàííÿ S =

⋃
n∈ω Sn ¹ óçàãàëüíåíîþ

ïîñëiäîâíiñòþ, ùî çáiãà¹òüñÿ äî x0, äî òîãî æ, ρS(t) < 2f(t) äëÿ óñiõ t ∈ (0,∞). �

Áóäåìî ãîâîðèòè, ùî ñiì'ÿ F íåñïàäíèõ íåâiä'¹ìíèõ ôóíêöié íà R+ = (0,∞) ¹ îáìåæåíîþ

çíèçó çà ñïàäàííÿì, ÿêùî iñíó¹ òàêà íåñïàäíà ôóíêöiÿ g : R+ → R+, ùî g = o(f), t → 0+,
äëÿ êîæíî¨ ôóíêöi¨ f ∈ F . Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ êàðäèíàëà b, íåñêëàäíî äîâåñòè
íàñòóïíå éîãî åêâiâàëåíòíå îçíà÷åííÿ.

Ëåìà 2. Êàðäèíàë b ðiâíèé ìiíiìàëüíié ïîòóæíîñòi |F| ñiì'¨ F äîäàòíèõ íåñïàäíèõ

ôóíêöié íà R+, ÿêà ¹ íåîáìåæåíîþ çíèçó çà ñïàäàííÿì.

Âèêîðèñòîâóþ÷è öå åêâiâàëåíòíå îçíà÷åííÿ, ìè îïèøåìî ìåòîä ïîáóäîâè íàñè÷åíèõ ñiìåé
ìàëî¨ ïîòóæíîñòi.

Ëåìà 3. Íåõàé F � òàêà ñiì'ÿ çáiæíèõ äî x0 ïîñëiäîâíîñòåé ó ìåòðè÷íîìó ïðîñòîði

(X, d), ùî ìíîæèíà ôóíêöié {ρS : S ∈ F} � íåîáìåæåíà çíèçó çà ñïàäàííÿì. Òîäi ñiì'ÿ

F ¹ κ-êîíòðîëþþ÷îþ äëÿ êîæíîãî êàðäèíàëà κ < b.

Äîâåäåííÿ. Ïðèïóñòèìî, ùî ìíîæèíà ôóíêöié {ρS : S ∈ F}� íåîáìåæåíà çíèçó çà ñïàäàííÿì.
Çàôiêñó¹ìî ñiì'þ U âiäêðèòèõ ïiäìíîæèíX\{x0}, ÿêi äîòèêàþòüñÿ äî òî÷êè x0 i ïðèïóñòèìî,
ùî |U| < b. Ðîçãëÿíåìî ñiì'þ ôóíêöi¨ {ρX\U : U ∈ U}. Îñêiëüêè öÿ ñiì'ÿ ìà¹ ïîòóæíiñòü < b,
òî âîíà îáìåæåíà çíèçó çà ñïàäàííÿì, çâiäêè âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêî¨ íåñïàäíî¨ ôóíêöi¨
f : R+ → R+, ùî f = o(ρX\U ), t → 0+, äëÿ êîæíîãî U ∈ U .
Îñêiëüêè ñiì'ÿ ôóíêöié {ρS : S ∈ F} � íåîáìåæåíà çíèçó çà ñïàäàííÿì, òî iñíó¹ òàêà

ïîñëiäîâíiñòü S ∈ F , ùî f 6= o(ρS), t → 0+, òîáòî

lim
t→+0

f(t)
ρS(t)

= C > 0. (?)

Äëÿ çàâåðøåííÿ äîâåäåííÿ äîñèòü ïåðåâiðèòè, ùî äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè U ∈ U ïåðåòèí
S ∩U � íåñêií÷åííèé. Iç (?) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òàêî¨ çáiæíî¨ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòi (tk) ⊂
(0,∞), ùî f(tk) > (C/2)ρS(tk) äëÿ óñiõ k. Îñêiëüêè f = o(ρX\U ) ïðè t → 0+, òî iñíó¹ òàêå
k0, ùî f(tk) < (C/4)ρX\U (tk) äëÿ âñiõ k ≥ k0. ßê íàñëiäîê, (C/2)ρS(tk) < (C/4)ρX\U (tk)
i ρX\U (tk) > 2ρS(tk) äëÿ âñiõ k ≥ k0. Âèêîðèñòîâóþ÷è îçíà÷åííÿ âåëè÷èíè ρX\U (tk) >
2ρS(tk), âèáåðåìî òàêó òî÷êó xk ∈ X, ùî d(xk, x0) ≤ tk i d(xk, X \ U) > ρS(tk). Iç îçíà÷åííÿ
ρS(tk) âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ òî÷êè sk ∈ S íà âiäñòàíi d(xk, sk) < d(xk, X \ U) ≤ ρX\U (tk).
Òîäi sk ∈ U i ïåðåòèí U ∩ S íåñêií÷åííèé, îñêiëüêè âií ìiñòèòü çáiæíó äî x0 ïîñëiäîâíiñòü
(sk)k≥k0 . �

Ïåðåéäåìî òåïåð áåçïîñåðåäíüî äî äîâåäåííÿ òåîðåìè.

Äîâåäåííÿ òåîðåìè 1. Íåõàé x0 ∈ X � íåiçîëüîâàíà òî÷êà ñåïàðàáåëüíîãî ìåòðèçîâíîãî
ïðîñòîðó X. Ôiêñó¹ìî äîâiëüíó öiëêîì îáìåæåíó ìåòðèêó d â X, ùî ïîðîäæó¹ òîïîëîãiþ
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ïðîñòîðó X. Âèïàäîê îêîëó O(x0), ùî ¹ çáiæíîþ ïîñëiäîâíiñòþ � òðèâiàëüíèé. Òîìó äàëi
ââàæà¹ìî, ùî æîäåí îêiëO(x0) òî÷êè x0 âX íå ¹ çáiæíîþ ïîñëiäîâíiñòþ. Çãiäíî iç íàñëiäêîì 1,
äîñèòü äîâåñòè îöiíêè b ≤ s1(x0, X) ≤ sω(x0, X) ≤ b. Ç ëåì 1 i 2 âèïëèâà¹ iñíóâàííÿ
òàêî¨ ñiì'¨ F çáiæíèõ äî x0 ïîñëiäîâíîñòåé, ùî |F| ≤ b i ìíîæèíà ôóíêöié {ρS : S ∈ F}
íåîáìåæåíà çíèçó çà ñïàäàííÿì. Çàñòîñîâóþ÷è ëåìó 3, îòðèìó¹ìî, ùî ñiì'ÿ F ω-êîíòðîëþþ÷à
i, îòæå, sω(x0, X) ≤ |F| ≤ b.
Äëÿ äîâåäåííÿ íåðiâíîñòi b ≤ s1(x0, x) äîñèòü ïîêàçàòè, ùî äîâiëüíà ñiì'ÿ F çáiæíèõ

äî x0 ïîñëiäîâíîñòåé íå ¹ 1-êîíòðîëþþ÷îþ, ÿêùî |F| < b. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç K ïîïîâíåííÿ
öiëêîì îáìåæåíîãî ìåòðè÷íîãî ïðîñòîðó X. Îñêiëüêè òî÷êà x0 íå ìà¹ îêîëiâ, ùî ¹ çáiæíèìè
äî x0 ïîñëiäîâíîñòÿìè, òî iñíó¹ çáiæíà äî x0 ïîñëiäîâíiñòü (yn) ⊂ K \ {x0} íåiçîëüîâàíèõ
òî÷îê êîìïàêòà K. Ïîêëàäåìî Y = {x0, yn : n ∈ ω}. Äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi S ∈ F
âèáåðåìî ïîñëiäîâíiñòü ~mS = (mS

i ) ∈ Nω òàê, ùîá äëÿ äîâiëüíèõ i ∈ ω òà s ∈ S \ Y

ñïðàâäæóâàëàñÿ íåðiâíiñòü d(s, yi) > 2−mS
i . Îñêiëüêè ìíîæèíà ïîñëiäîâíîñòåé B = {~mS :

S ∈ F} ⊂ Nω ìà¹ ïîòóæíiñòü |B| ≤ |F| < b, òî iñíó¹ òàêà ïîñëiäîâíiñòü ~m = (mi) ∈ Nω,
ùî ~mS ≤∗ ~m äëÿ âñiõ S ∈ F . Òåïåð ðîçãëÿíåìî âiäêðèòó ìíîæèíó W =

⋃
i∈ω B(yi, 2−mi),

ÿêà ìiñòèòü x0 ó ñâî¹ìó çàìèêàííi. Ç âèáîðó ïîñëiäîâíîñòåé ~mS ≤∗ ~m âèïëèâà¹, ùî äëÿ
êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi S ∈ F ïåðåòèí S ∩ W � ñêií÷åííèé. Öå îçíà÷à¹, ùî ñiì'ÿ F íå ¹
1-êîíòðîëþþ÷îþ. 2

Ç òåîðåìè 1 òà ïîâåäiíêè êàðäèíàëà b çà ðiçíèõ àêñiîìàòè÷íèõ ïðèïóùåíü (äèâ. [2])
âèïëèâà¹

Íàñëiäîê 2. Íåõàé X � ìåòðè÷íèé ñåïàðàáåëüíèé ïðîñòið i x0 ∈ X � òî÷êà, æîäåí îêië

ÿêî¨ íå ¹ çáiæíîþ äî x0 ïîñëiäîâíiñòþ. Òîäi sf (x0, X) = c ïðè Àêñiîìi Ìàðòiíà. Ïðîòå

iñíóþòü ìîäåëi ZFC, ïðè ÿêèõ sf (x0, X) < c.

Çàñòîñîâóþ÷è òåîðåìó 1 äî òî÷êè x0 = 0 âiäðiçêà X = [0, 1], áà÷èìî, ùî iñíó¹ ñiì'ÿ F
ñïàäíèõ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòåé äiéñíèõ ÷èñåë ïîòóæíîñòi |F| = b, ÿêà äîçâîëÿ¹ âèçíà÷èòè
iñíóâàííÿ ãðàíèöi â íóëi ó òîìó ñåíñi, ùî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : (0, 1] → [−1, 1] ìà¹ ãðàíèöþ
limx→+0 f(x) òîäi é ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíî¨ ïîñëiäîâíîñòi (xn) ∈ F iñíó¹ ãðàíèöÿ
limn→∞ f(xn). Îäíàê, ïîáóäîâàíà ó äîâåäåííi öi¹¨ òåîðåìè ñiì'ÿ F ìiñòèòü ÿêçàâãîäíî
ïîâiëüíî ñïàäíi äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòi. Âèÿâëÿ¹òüñÿ, ùî ìîæíà òàêîæ çíàéòè îäíó çáiæíó
äî íóëÿ ïîñëiäîâíiñòü (xn) ⊂ [0,∞), ñiì'ÿ ãîìîòåòè÷íèõ êîïié ÿêî¨ H = {(axn)n∈ω : a > 0}
¹ ω-êîòðîëþþ÷îþ (i, ÿê íàñëiäîê, âèçíà÷àëüíîþ) â òî÷öi x0 = 0. Òîäi óñi ïîñëiäîâíîñòi
öi¹¨ ñiì'¨ åêâiâàëåíòíi â ñeíñi ~x = O∗(~y) äëÿ ~x, ~y ∈ H. Ïðè äîñëiäæåííi ñòðóêòóðè òàêèõ
ïîñëiäîâíîñòåé (xn) ïðèðîäíî âèíèêàþòü ùå òðè ìàëèõ êàðäèíàëè: add(M), non(M) òà
cov(M). Òóò M � σ-iäåàë óñiõ ìíîæèí I-¨ êàòåãîði¨ Áåðà íà ïðÿìié, à

add(M) = min{|I| : I ⊂M, ∪I /∈M};
non(M) = min{|A| : A ⊂ R, A /∈M};
cov(M) = min{|I| : I ⊂M, ∪I = R}.

Äëÿ öèõ êàðäèíàëiâ î÷åâèäíèìè ¹ ñïiââiäíîøåííÿ: add(M) ≤ min{non(M), cov(M)} ≤ c.
Ìåíø î÷åâèäíî, ùî add(M) ≤ b ≤ non(M), äèâ. [2] (öå âèïëèâà¹ ç òîãî, ùî σ-iäåàë
M ìiñòèòü óñi êîìïàêòíi ïiäìíîæèíè ìíîæèíè iððàöiîíàëüíèõ ÷èñåë, ÿêà ãîìåîìîðôíà
çëi÷åííîìó äîáóòêó Nω çà òåîðåìîþ Àëåêñàíäðîâà-Óðèñîíà [5, 7.7]). Ïðè Àêñiîìi Ìàðòiíà
óñi öi êàðäèíàëè ðiâíi êîíòèíóóìó, ïðîòå iñíóþòü ìîäåëi ZFC, çà ÿêèõmax{cov(M),non(M)} <
c, äèâ. [2].

Òåîðåìà 2. Äëÿ ñïàäíî¨ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòi S = {xn}∞n=1 äîäàòíèõ äiéñíèõ ÷èñåë

íàñòóïíi óìîâè åêâiâàëåíòíi:

(i) ∃ limn→∞
xn+1

xn
= 1;

(ii) äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U ⊂ (0,∞), ÿêà äîòèêà¹òüñÿ äî íóëÿ, ìíîæèíà

{a > 0 : aS ∩ U 6= ∅} âiäêðèòà i âñþäè ùiëüíà íà ïiâîñi R+ = (0,+∞);
(iii) ñiì'ÿ F = {aS : a ∈ R+} ω-êîíòðîëþþ÷à â òî÷öi x0 = 0;
(iv) äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè U 3 1 íà ïiâîñi R+ ñiì'ÿ F = {aS : a ∈ U}

âèçíà÷àëüíà â òî÷öi x0 = 0;
(v) äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè B äðóãî¨ êàòåãîði¨ Áåðà íà îñi R+ ñiì'ÿ F = {aS : a ∈ B}

âèçíà÷àëüíà â òî÷öi x0 = 0.
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(vi) äëÿ êîæíî¨ âiäêðèòî¨ ìíîæèíè W 3 1 íà ïiâîñi R+ ñiì'ÿ F = {aS : a ∈ W}
κ-êîíòðîëþþ÷à â òî÷öi x0 = 0 äëÿ êîæíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ < cov(M);

(vii) äëÿ êîæíî¨ ìíîæèíè B äðóãî¨ êàòåãîði¨ Áåðà íà îñi R+ ñiì'ÿ F = {bS : b ∈ B}
κ-êîíòðîëþþ÷à â òî÷öi x0 = 0 äëÿ êîæíîãî íåñêií÷åííîãî êàðäèíàëà κ < add(M).

Äîâåäåííÿ. Ìè äîâåäåìî iìïëiêàöi¨ (i)⇒(ii)⇔(iii)⇒ (v)⇒(iv)⇒(i) òà (ii)⇒(vi,vii)⇒(iii).

(i)⇒(ii) Ïðèïóñòèìî, ùî iñíó¹ ãðàíèöÿ limn→∞
xn+1

xn
= 1 i çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó âiäêðèòó

ïiäìíîæèíó U ⊂ (0,∞), ÿêà äîòèêà¹òüñÿ äî íóëÿ. Ëåãêî áà÷èòè, ùî ìíîæèíà A = {a > 0 :
aS ∩ U 6= ∅} âiäêðèòà â R+. Ùîáè äîâåñòè ¨¨ âñþäè ùiëüíiñòü â R+, çàôiêñó¹ìî äîâiëüíó
òî÷êó a ∈ R+ òà ¨¨ îêië W ⊂ R+. Çíàéäåìî òàêå ε > 0, ùî (a(1 − ε), a] ⊂ W . Äàëi,
ïiäáåðåìî òàêå m ∈ N, ùî xn+1

xn
> 1 − ε äëÿ âñiõ n ≥ m. Ìè ñòâåðäæó¹ìî, ùî WS ìiñòèòü

iíòåðâàë (0, axm). Äiéñíî, äëÿ êîæíî¨ òî÷êè t ∈ (0, axm) ìîæíà çíàéòè òàêå n ≥ m, ùî
t ∈ (axn+1, axn]. Îñêiëüêè t

axn
> axn+1

axn
= xn+1

xn
> 1 − ε, òî t ∈ (a(1 − ε), a] · xn ⊂ WS. Iç

âêëþ÷åíü (0, axm) ⊂ WS òà 0 ∈ Ū âèïëèâà¹, ùî WS ∩ U 6= ∅, çâiäêè W ∩A 6= ∅.
(ii)⇒(iii) Íåõàé {Un : n ∈ ω} � çëi÷åííà ñiì'ÿ âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí íà ïiâîñi R+, êîòði

äîòèêàþòüñÿ äî íóëÿ. Iç óìîâè (ii) âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ n, m ∈ ω ìíîæèíà An,m =
{a > 0 : aS ∩ Un ∩ (0, 2−m] 6= ∅} âiäêðèòà i âñþäè ùiëüíà íà ïiâîñi R+. Çà òåîðåìîþ Áåðà,
ïåðåòèí

⋂
n,m∈ω An,m ìiñòèòü äåÿêó òî÷êó a > 0. Äëÿ öi¹¨ òî÷êè óñi ïåðåòèíè aS ∩ Un

íåñêií÷åííi, ùî äîâîäèòü ω-êîíòðîëþþ÷iñòü ïîñëiäîâíîñòi S.

(iii)⇒(ii) Ïðèïóñòèìî, ùî ñiì'ÿ {aS : a > 0} ω-êîíòðîëþþ÷à â x0 = 0. Çàôiêñó¹ìî
äîâiëüíó âiäêðèòó ìíîæèíó U ⊂ R+, ÿêà äîòèêà¹òüñÿ äî íóëÿ. Ïîêàæåìî, ùî ìíîæèíà
A = {a > 0 : aS ∩ U 6= ∅} âñþäè ùiëüíà íà ïiâîñi R+. Ïîçíà÷èìî ÷åðåç Q+ ìíîæèíó
äîäàòíiõ ðàöiîíàëüíèõ ÷èñåë i ðîçãëÿíåìî çëi÷åííó ñiì'þ {qU : q ∈ Q+} âiäêðèòèõ ìíîæèí
â R+, ÿêi äîòèêàþòüñÿ äî íóëÿ. Îñêiëüêè ñiì'ÿ {aS : a > 0} ω-êîíòðîëþþ÷à, òî iñíó¹ òàêå
a > 0, ùî aS ∩ qU 6= ∅ äëÿ êîæíîãî äîäàòíîãî ðàöiîíàëüíîãî ÷èñëà q. Òîäi Q+a ∈ A i, îòæå,
ìíîæèíà A âñþäè ùiëüíà íà ïiâîñi.

(ii)⇒(v) Ïðèïóñòèìî, ùî f : [0,∞) → R � ôóíêöiÿ, ÿêà íåïåðåðâíà â òî÷öi ïiâîñi R+, àëå
ðîçðèâíà â x0 = 0. Íåîáõiäíî çíàéòè òàêå b ∈ B, ùî çâóæåííÿ f |bS ∪ {0} ðîçðèâíå.
ßêùî ãðàíèöÿ A = limx→+0 f(x) iñíó¹, òîäi A 6= f(x0) i äëÿ êîæíîãî b ∈ B çâóæåííÿ

f |bS ∪ {0} ðîçðèâíå â íóëi. ßêùî æ ãðàíèöi limx→+0 f(x) íå iñíó¹, òîäi ìîæíà çíàéòè äâi
âiäêðèòi ïiäìíîæèíè U1, U2 ⊂ R ç íåïåðåòèííèìè çàìèêàííÿìè, ïðîîáðàçè f−1(U1), f−1(U2)
ÿêèõ äîòèêàþòüñÿ äî íóëÿ. Iç óìîâè (ii) âèïëèâà¹, ùî ïåðåòèí

G =
⋂
n∈N

2⋂
i=1

{a > 0 : aS ∩ f−1(Ui) ∩ (0, 2−n) 6= ∅}

¹ âñþäè ùiëüíîþ Gδ-ìíîæèíîþ íà ïiâîñi R+. Òîäi äëÿ ìíîæèíè B äðóãî¨ êàòåãîði¨ Áåðà
ïåðåòèí G ∩ B ìiñòèòü äåÿêó òî÷êó b > 0. Äëÿ öi¹¨ êîíñòàíòè b ïîñëiäîâiñòü bS ìà¹
íåñêií÷åííèé ïåðåòèí ç ìíîæèíàìè f−1(Ui), i = 1, 2. ßê íàñëiäîê, çâóæåííÿ f |bS ∪ {0}
ðîçðèâíå â íóëi.

Iìïëiêàöiÿ (v)⇒(iv) òðèâiàëüíà. Ùîá äîâåñòè iìïëiêàöiþ (iv)⇒(i), ïðèïóñòèìî, ùî C =
lim n→∞

xn+1

xn
< 1. Òîäi äëÿ ε = (1 − C)/2 ìíîæèíà N = {n ∈ N : xn+1 < (1 − ε)xn}

íåñêií÷åííà. Ðîçãëÿíåìî âiäêðèòó ìíîæèíó U =
⋃

n∈N

(
(1 − 2ε/3)xn, (1 − ε/3)xn

)
, ÿêà

äîòèêà¹òüñÿ äî íóëÿ, i çàóâàæèìî, ùî äëÿ âñiõ a ∈ (1−ε/3, 1+ε/3) ïåðåòèí aS∩U ïîðîæíié.

Íåõàé f : (0,∞) → [0, 1] � íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ ç íîñi¹ì f−1(0, 1] ⊂ U , ÿêà íå ìà¹ ãðàíèöi
limx→+0 f(x). Äîîçíà÷èìî f â íóëi, ïîêëàâøè f(0) = 0. Îñêiëüêè f |aS ≡ 0, òî óìîâà (iv) íå
âèêîíó¹òüñÿ, ùî äîâîäèòü iìïëiêàöiþ (iv)⇒(i).
(ii)⇒(vi,vii) Çàôiêñó¹ìî íåñêií÷åííèé êàðäèíàë κ, à òàêîæ ñiì'þ U ïîòóæíîñòi |U| ≤ κ, ùî

ñêëàäà¹òüñÿ ç âiäêðèòèõ ïiäìíîæèí íà ïiâîñi R+, êîòði äîòèêàþòüñÿ äî íóëÿ. Iç óìîâè (ii)
âèïëèâà¹, ùî äëÿ äîâiëüíèõ U ∈ U , m ∈ ω ìíîæèíà GU,m = {a > 0 : aS ∩ U ∩ (0, 2−m) 6= ∅}
âiäêðèòà i âñþäè ùiëüíà íà ïiâîñi R+. Çàóâàæèìî, ùî |{GU,m : U ∈ U , m ∈ ω}| ≤ ℵ0 · |U| ≤ κ
i ðîçãëÿíåìî ïåðåòèí A =

⋂
{GU,m : U ∈ U , m ∈ ω}.

ßêùî κ < cov(M), òîäi, iç îçíà÷åííÿ êàðäèíàëà cov(M) âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà A âñþäè
ùiëüíà íà ïðÿìié i, îòæå, ìà¹ ñïiëüíó òî÷êó a ç äîâiëüíèì îêîëîì W ⊂ R+ îäèíèöi. Äëÿ öi¹¨
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òî÷êè a ïåðåòèí aS∩U íåñêií÷åííèé äëÿ êîæíîãî U ∈ U . Öå îçíà÷à¹, ùî ñiì'ÿ {aS : a ∈ W}
κ-êîíòðîëþþ÷à â òî÷öi x0 = 0.
ßêùî κ < add(M), òîäi ç îçíà÷åííÿ êàðäèíàëà cov(M) âèïëèâà¹, ùî ìíîæèíà A ìiñòèòü

âñþäè ùiëüíó Gδ-ìíîæèíó G ïiâîñi R+. Öÿ ìíîæèíà G ⊂ A ìà¹ ñïiëüíó òî÷êó a ç äîâiëüíîþ
ìíîæèíîþ B ⊂ R+ äðóãî¨ êàòåãîði¨. Äëÿ öi¹¨ òî÷êè a ïåðåòèí aS ∩ U íåñêií÷åííèé äëÿ
êîæíîãî U ∈ U . Öå îçíà÷à¹, ùî ñiì'ÿ {aS : a ∈ B} κ-êîíòðîëþþ÷à â òî÷öi x0 = 0.
Íàðåøòi, òðèâiàëüíi iìïëiêàöi¨ (vi,vii)⇒(iii) çàâåðøóþòü äîâåäåííÿ òåîðåìè. �

Çàñòîñîâóþ÷è äî ïiâîñi R+ ïåðåòâîðåííÿ 1
x : R+ → R+ òà ln : R+ → R, îòðèìó¹ìî äâà

öiêàâèõ íàñëiäêè ç òåîðåìè 2.

Íàñëiäîê 3. Íåõàé S = {xn : n ∈ ω} çðîñòàþ÷à äî íåñêií÷åííîñòi ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ

÷èñåë ç limn→∞
xn+1

xn
= 1 i B� ìíîæèíà äðóãî¨ êàòåãði¨ Áåðà íà ïiâîñi R+. Íåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ f : R → R ìà¹ ãðàíèöþ limx→+∞ f(x) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî b ∈ B
iñíó¹ ãðàíèöÿ limn→∞ f(bxn).

Íàñëiäîê 4. Íåõàé S = {xn : n ∈ ω} çðîñòàþ÷à äî íåñêií÷åííîñòi ïîñëiäîâíiñòü äiéñíèõ

÷èñåë ç limn→∞ xn+1−xn = 0 i B� ìíîæèíà äðóãî¨ êàòåãði¨ Áåðà íà ïiâîñi R+. Íåïåðåðâíà

ôóíêöiÿ f : R → R ìà¹ ãðàíèöþ limx→+∞ f(x) òîäi i ëèøå òîäi, êîëè äëÿ êîæíîãî b ∈ B
iñíó¹ ãðàíèöÿ limn→∞ f(b + xn).

Íàñëiäîê 3 óçàãàëüíþ¹ çàäà÷ó III.2.59∗ (ïiäâèùåíî¨ ñêëàäíîñòi) iç [4], â ÿêié ïðîïîíó¹òüñÿ
äîâåñòè, ùî íåïåðåðâíà ôóíêöiÿ f : [0,+∞) → R ìà¹ ãðàíèöþ limx→+∞ f(x) = 0 çà óìîâè,
ùî limn→∞ f(an) = 0 äëÿ âñiõ a > 0. Çà ðîçâ'ÿçêîì öi¹¨ çàäà÷i À.ß.Äîðîãîâöåâ âiäñèëà¹
÷èòà÷à äî ñòàòòi [6] òà çáiðíèêà [7, c.97].
ßê âèäíî ç òåîðåìè 2, äëÿ ñïàäíî¨ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòi S ⊂ R+ ñiì'ÿ {aS : a > 0} ¹

ω-êîíòðîëþþ÷îþ â íóëi òîäi i ëèøå òîäi, êîëè ìíîæèíà {aS : a ∈ U} âèçíà÷àëüíà â íóëi
äëÿ êîæíîãî îêîëó îäèíèöi. Ïîäiáíà õàðàêòåðèçàöiÿ ñïðàâåäëèâà i äëÿ 1-êîíòðîëþþ÷î¨
âëàñòèâîñòi, äèâ. [8].

Òåîðåìà 3. Äëÿ ñïàäíî¨ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòi S = {xn : n ∈ ω} ⊂ (0,+∞) ñiì'ÿ {aS : a >
0} âèçíà÷àëüíà â íóëi òîäi i ëèøå òîäi, êîëè âîíà 1-êîíòðîëþþ÷à â íóëi. Ó öüîìó âèïàäêó

ìàþòü ìiñöå îöiíêè limn→∞
ln xn
ln n = 0 < lim infn→∞

xn+1

xn
≤ lim supn→∞

xn+1

xn
= 1.

Iç òåîðåìè 2 âèïëèâà¹, ùî äëÿ ïîñëiäîâíîñòi S = { 1
n : n ∈ N} òà äîâiëüíî¨ ìíîæèíè B

äðóãî¨ êàòåãîði¨ íà R+ ñiì'ÿ F = {bS : b ∈ B} ¹ âèçíà÷àëüíîþ â íóëi. Çàóâàæèìî, ùî
íàéìåíøà ïîòóæíiñòü ìíîæèíè äðóãî¨ êàòåãîði¨ íà ïðÿìié ðiâíà êàðäèíàëó non(M).

Ïðîáëåìà 1. Íåõàé F � âèçíà÷àëüíà ñiì'ÿ çáiæíèõ äî íóëÿ ïîñëiäîâíîñòåé íà (0, 1), äëÿ
ÿêî¨ ñiì'ÿ ôóíêöié {ρS : S ∈ F} îáìåæåíà çíèçó çà ñïàäàííÿì. ×è ïðàâäà, ùî |F| ≥
non(M)?
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